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Elinizdeki kitabi, gerek yurtdisinda (Suudi Arabistan, Malezya, Kirgizistan), gerekse Tirkiye’de cesitli
universitelerde verdigim Matematiksel Modelleme ders notlarini bir araya getirerek hazirladim.

Istanbul’daki Uskuidar Universitesinden 2016-2017 akademik yilinda bir yillik sabbatical izni alarak
Kirgizistan’daki Kirgizistan-Turkiye Manas Universitesine (KTMU) geldim. Burada kimya miihendisligi
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Ozellikle, Ingilizceleri yeterli olmayan égrencilere yénelik béyle bir kitabin hazirlanmast bu cografyada
onem tasimaktadir.

Kitapta MATLAB programi, hemen hemen biitin modelleme ¢ozlimlerinde sik¢a kullamildigi igin
Bolim 2 de yeteri derecede MATLAB ile ilgili bilgiler, 6rneklerle beraber, verilmistir.

Boliim 1'de matematiksel modelleme ile ilgili genel bilgiler sunulmustur.

Bollm 3, deneysel verilerin iglenmesi ile ilgili olup, benim ¢ok dnem verdigim bir konudur.
Bollmler 4 ve 5, sirasiyla, lineer olmayan ve lineer denklemlerin ¢ozuma ile ilgilidir.
Bollm 6, numerik tlirev ve nimerik integrasyonu kapsamaktadir.

Bolim 7, diferansiyel denklemleri islemektedir.

Bolim 8’de ise kimya miihendisliginde onemli olan bazi proses ve birimlerinin modellemesine yer
verilmistir.

Bolim 9 ise Mikroskobik ve Makroskobik denkliklilere ayrilmistir.
Bolum 10 ve 11 ise, sirasiyla, ¢6zUmll ve ¢ozllecek problemleri kapsamaktadir.

Her bolim sonunda yeteri kadar ¢oziilmesi gereken problemler verilmistir. Daha sonraki bélimlere
gecmeden 6nce bunlarmn ¢6ziilmesi siddetle onerilir.

Kirgizistan-Tlrkiye Manas Universitesi huzur dolu bir ortama sahiptir. Trafik problemi, cogu égretim
uyeleri KTMU kampusunda yasadiklarindan dolayi, yoktur. Burasi kitap yazmak igin, bence, diinyanin en
uygun yerlerinden birisidir.

Uskudar Universitesine, KTMU’ya gelmeme izin verdigi igin, siikranlarinm sunarim.

KTMU Kimya Miihendisligi Boliimiinden arastirma gorevlisi Alimzhan Kolbekov’a, Bilgisayar
Miihendisligi Bolimiinden 6gretim gorevlisi M. Selim Elmalr’ya yardimlarindan dolay1 tesekkiir ederim.

Nihayet bu kitabin yazilmasinda, direkt veya indirekt olarak, destek olan 6grenci ve Ogretim {iyesi
arkadaslarima tesekkiirii bir borg bilirim.

Kitabin 6grencilere faydali olmasini dilerim.
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BOLUM 1- MATEMATIKSEL MODELLEME PRENSIiPLERI
Amag
Bu béltimin bitiminde,

Matematiksel Modellemenin ne oldugu

Neden matematiksel modellemeye gerek oldugu

Matematiksel Modelleme yapilirken hangi adimlarin takip edildigi
Matematiksel modellemenin gercek-diinya problemlerine nasil uygulandig
Niimerik hesaplamalarin da analitik hesaplamalar kadar guvenilir oldugu

gercgeklerini anlamig olacagiz

1.1 Genel Bakis

Matematiksel modellemenin anlami, herhangi bir fiziksel veya kimyasal olay:1 laboratuvara géttirmeden
kagit iizerinde matematiksel denklemlerle ifade ederek ortaya koymaktir. Yani modelleme, fiziksel
diinyay1 matematik esitliklerle tarif etmeyi amaclar.

Boylece, eger proses laboratuvarda gerceklesecek olsaydi, ne netice alacagimizi laboratuvara gitmeden kagit
Uzerinde tahmin edebiliyoruz. Bir prosesin modellenebilmesi igcin modelleyicinin fiziksel ve kimyasal
yasalarin eksiksiz olarak uygulamasi ve prosesi en ince noktalarina kadar ¢ok iyi bilmesi lazimdir. Daha
dogrusu, modelleyici saglam bir egitim temeline (background) sahip olmalidir.

Matematiksel modellemede temel dort korumum yasasindan yararlanilir. Bunlar:

a) Kitle
b) Enerji
¢) Momentum ve
d) Elektriksel yuk

yasalaridir. Ayrica siiphesiz ki transfer olaylari, termodinamik, kinetik, matematik ve bilgisayar gibi
dallardan da biiyiik yardim goriilmektedir. Bu sdyledigimiz yasalarin hepsini ilgili konularda uygulayacagiz.

Neden modellemeye gerek vardir? Bazi hallerde deneysel yollara bagvurmak olanaksiz olabilir.

Matematiksel olarak formiillendirilmis modeli bir sistemin degisik kosullardaki davranisini 6ngérmede bir
ara¢ olarak kullanilmaktadir. Sistemin simllasyonu (benzetimi) da matematiksel modellemeye
dayanmaktadir.

Matematiksel modelleme, miihendislik ve fen alaninda, tip ve ekonomi alaninda sik¢a kullanilmaktadir. Tip
alaninda, 6rnegin, kanserli bir hiicrenin biiyiime hizi, modelleme ile ortaya konulmaktadir.

Karmagik matematiksel denklem sistemlerinin ¢oziimlerinde bilgisayarlarin daha fazla kullanilmasi ile
matematiksel modelleme son zamanlarda gittikge 6nem kazanmaktadir.

Endiistriyel problemlerin ¢ogu lineer olmayan denklemlerle ifade edilmektedir. Lineer denklem(ler) nispeten
kolayca ¢oziiliir. Ancak, lineer olmayanlarin bazen analitik (tam=exact) ¢6zimu olmayabilir. O zaman da
nimerik (yaklasik ) ¢6ziimlere bagvurulur.

Gerek analitik, gerekse nimerik ¢ozumleri manuel yapabiliriz, ancak biz daha cok MATLAB Teknik
Hesaplama Programum kullanarak ¢oziumleri elde edecegiz. Sunu 6zellikle belirtelim ki matematiksel
modellemede esas, olayin dogru bir sekilde denklemlerle formiile edilmesidir. Denklemlerin ¢ozimleri ise,
onem bakimindan, ikinci sirada gelir.
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Nlmerik yontemleri tek tek ele alip genel denklemlerini elde ettikten sonra bunlar1 MATLAB’de
programlayip ¢ézecegiz.

Mihendislik ve fen bilimlerinin her alaninda modelleme yapma geregi vardir. Ornegin, kimya
miihendisliginde asagidaki alanlarda 6zellikle modelleme yapilmaktadir:

Taswum Olaylart (Akigkanlar Mekanigi, Isi ve Kutle transferi)
Kimyasal Reaksiyon Miihendisligi (Reaktér Tasarimi)

Proses Dinamik ve Kontrol

Fabrika Tasarimi

Ekonomi

S

Ozellikle, proses dinamik ve kontrol tamamen matematiksel modelleme (izerine kurulmaktadir.

Modellemede dogru “kontrol sistemi” (kontrol veya diferansiyel hacim olarak da isimlendirilir) segimi ¢ok
o6nemlidir. Ciinkii bu secilen kisim modellenen tiim sistemi temsil etmek tizere kullanilacaktir. Kontrol
hacmi, sisteme gore veya modelin duyarlilik derecesine ve modelden hangi spesifik sonuglar istendigine
bagli olarak degisebilir. Sistemler, yigin ozellikli (lumped- parameter- system) veya dagmmk ozellikli
(distributed-parameter-system) diye ikiye ayrilir. Kimyasal reaksiyon miihendisligindeki Tam Karigtirmali
Surekli Reaktdr (TKSR) yigin sisteme, Piston Akish Reaktor (PAR) de daginik sisteme 6rnek verilebilir
(Sekil 1.1°e bakimiz). Dagmik 6zellikli sistemlerin modellenmesi daha karmasik olup ¢ogu kez kismi
diferansiyel denklemlere kadar gidebilir.

Matematiksel modellemenin matematiksel karmasikligin1 azaltmak tizere gecerli kabullerin nasil se¢ilecegini
biraz sonra ele alacagiz.

/Difera nsiyel hacim
PAR
(a) (b)

Sekil 1.1 Yi1gmn ve Daginik Sistemler a)Sistem: tiim reaktor b) Sistem: diferansiyel hacim

1.2 Modellemede Kullamlan Terimler

Bagimsiz degiskenler: Uzunluk, yarigap veya sistemin durumunu ifade eden zaman gibi buytikliiklerdir.
Istenildigi gibi degistirilebilir.

Bagimh degiskenler: Bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu olan ve model denklemleri ile ¢ikarilan
blyuklUklerdir. Bir PAR’da zaman ve uzunlugun fonksiyonu olan konsantrasyon gibi [C=f(t,z).]

Diferansiyel denklemler: Bagimli degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore degisim hizlarini, yani
turevlerini iceren denklemlerdir. Ornegin, dv/dt, v © nin t ye gére degisim hizin1 belirler Ki o da ivmedir.

Smir sartlarn (kosullar1): Bagimli degiskenlerin ve/veya tiirevlerinin bagimsiz degiskenlerin belli
degerlerindeki degerleridir. Diferansiyel denklemlerin tam ¢6zimi i¢in sinir degerleri gereklidir. y(2)=4,
y(Xo)=Yo gibi

Baslangi¢ sartlari: Bagimli degiskenlerin ve/veya tirevlerinin sinir degerleri, bagimsiz degiskenin baslangig
degerleri i¢in belirlenirse, baslangi¢ sartlar: olarak adlandirilir. y(0)=1, y’(0)=2 gibi

Yigin parametreleri: Sistemde konuma bagh olarak degismeyen biiyiikliikler. TKSR’deki sicaklik ve
konsantrasyon gibi.
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Dagimik parametreler: Sistemde konuma bagli olarak degisen biiyiiklikler. PAR’daki konsantrasyon,
dontisiim ve reaksiyon hizi gibi.

Giris degiskenleri: Modelde daha sonraki ¢iktilar1 belirleyen biiyiikliiklerdir. Baslangigtaki sicaklik, debi
ve lineer hiz gibi

Cikis degiskenleri: Verilen giris degiskenlerinin ve parametre degerlerinin sonucuna bagl olan ve keyfi
degerler verilemeyen biiyiikliiklerdir.

Sunu unutmamak lazim, modellemede amag, ¢ikis degiskenlerinin kestirimidir.

Mdihendisin, modellemede oynadigi, belki de, en 6nemli rol gegerli hangi varsayimlari yapabilecegi
hakkinda fikir yiiriitebilmesidir. Burada ¢ogunlukla, kapsamli bir tanim ile yeteri kadar iyi bir cevap elde
etme arasinda bir miithendislik uzlagsmasi gerekmektedir. Asil amagtan sapmadan akilci, olabildigince ¢ok
kolaylastirici varsayimlar yapmak gerekir

Proseste meydana gelen esas olayr kapsayan bir modelin gelistirilmesi ¢ok sayida beceri, yaraticilik ve
deneyim gerektirir. Modelleme alan1 miihendisin yaraticilik ve yenilik¢iliginin prosesin bagarisinda anahtar
rol oynadig1 bir alandir. Modelleme yapanlarin iyi bir fizik, kimya ve siiphesiz ki matematik bilgisine sahip
olmalar gerekir.

Bir model,
a) Kesin olarak gerekenden daha fazla ayrintt bulundurmamali ve
b) Olabildigince az sayida parametre icermelidir.

Y = (X1, X2,0000Xn, &, D, C,..., f) gibi bir model denklemini g6z 6niine alalim. Burada, X1, Xo,.., Xn bagimsiz
degiskenleri; a, b, c,..... parametreleri, f ise zorlayici fonksiyonu temsil etmektedir.

Modellemede takip edilecek yol, asagidaki diyagramda basit bir sekilde verilmistir.

Gercek Diinya Problemi

l Model \\, ™ (ézim
kurma
Problemin

~

7e
/ N b "‘%’e 5
&e Sy o?de,’

Sy, = ~
Kabullen- Degiskenleri SN « Analizleme ve

J

Yayinlama/Raporlama

I
\

Modellemedeki 7 adim:

1) Problemi tam olarak tanimlama,

2) Akilci kabullenmeler yapma,
Burada kabullenmenin fiziksel anlamda bir dayanaginin olmasi gerekir. Makul olmayan
kabullenmelerden uzak durulmali. Kabullenmelerle modelleme basite indirgenebilir. Ancak, ¢ok da
basit olup gercek problemden uzaklagsmasini 6nlemek lazim (Make the things simple but not too
simple, Einstein). Cok detayli modellemenin ¢oziimiiniin de ona gore zor olacagi agiktir.

3) Sistemde 6nemli olan degiskenleri belirleme,
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4) Matematiksel modeli kurma,

5) Modeli, analitik veya numerik olarak ¢ozme. Burada, 6zellikle MATLAB’dan yararlanacagiz.

6) Cikan ¢oziimii irdeleme,
Eger ¢oziim fiziksel olarak bir anlam tasimiyorsa bizim yukaridaki (1-5) adimlar tekrar gézden
gecirmemiz lazimdir.

7) Her sey yolunda ise sonuglar1 yayimlama veya raporlama

Matematiksel Modellemede bagimh degisken (¢ikt:), asagidaki gibi bir iliski ile gosterilebilir, demistik:
Bagimh degisken = f (bagimsiz degiskenler, parametreler, zorlayici fonksiyon)

Bagimli degisken sistemin halini, bagimsiz degiskenler sistemdeki degiskenleri gosterir (zaman, uzunluk,
vs.)

Parametreler: Sistemin 6zelliklerini veya bilesimini gosterir.
Zorlayici fonksiyon ise disaridan sistem tizerine etki eden fonksiyondur (yer ¢ekimi kuvveti gibi).

Simdi asagida Chapra’nin [1] kitabindan adapte edilen son derece Ogretici ornegi, ilk matematiksel
modelleme 6rnegi olarak ele alalim. Bu 6rnek, ayni zamanda niimerik hesaplamalarin ne kadar kuvvetli
(gegerli) oldugunu da gostermektedir.

Ornek Problem ﬁFU
Bir parasiit¢iiniin zamana gore diisiis hizini, fiziksel yasalar ¢ercevesinde modelleyelim.
Serbest diisiis: F=m a
F: Parasiitcii {izerine etki eden net kuvvet, a = ivme (m/sn?), m =kutle (kg)
F=Fu+Fp, Fp=asagiyadogru ¢eken kuvvet =mg (agirlik)
Fu = siirtinmeden dolay1 yukariya ¢ceken kuvvet = - ¢9 , @FD

burada c = siirtiinme katsayisi, 9 = diisiis hiz1.

a9 _ _F _Fp+Fy _mg—cd _ = ¢ .
dt_a_m_ m  m =9 m19’ yant
adv C,9
dt_g m

diferansiyel denklemini elde ettik ve bunu t = 0, 8 = 0 baslangi¢ sartimi Kullanarak $’nin t ile nasil
degisecegini bulmak i¢in ¢dzmeliyiz.

Bu denklem, lineer ve birinci mertebeden bir diferansiyel denklem olup integral faktérinlni kullanarak
analitik (sembolik) olarak ¢Ozebiliriz [2]

Cozim: I(t) = % (1- e‘(z)‘-‘) olur.

Bu denklemde t bagimsiz degisken, $(¢) bagimli degisken, m ve ¢ parametreler, g ise zorlayici fonksiyondur.
Eger

g = 9.8 m/sn?, ¢ = 12.5 kg/sn, m = 68.1 kg aliirsa analitik ¢dziim, adim adim, asagida Tablo 1.1’deki gibi
olur.
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Tablo 1.1
t(sn 9 (m/
(s (m/sn) 1 son hiz
0 0
- 404+
2 16.4 2
E
4 27.77 P
20T
8 41.1
0 } } —
10 44.87 0 4 8 12
t{s)
12 47.49
Sekil 1.2 Modelin grafiksel ¢oziimii
o0 53.39

Eger 9 (t) analitik olarak bulunamiyorsa, o zaman bunu ¢6zmek i¢in nimerik yontemi kullanmaliy1z.

Bu problemin bir de numerik olarak ¢ozimuni yapalim. Bdylece niimerik yontemlerin ne kadar gergege
yakin oldugunu da gérmiis oluruz.

a9 A9 O(tiy)-O(t) .dO _ L. A9
dt ~ At tipi-t;  'dt  Atooo At

8Cie) () _ g— %ﬁ(ti) oldugunu hatirlayalim

tiy1—t;
= O(tin) = 9(t) + [9 - S0 | (b — )3 (s — ) = AL ;
At=2snise

At =2 snicin ¢6zim Tablo 1.2°de, diger At’ler i¢in ise sonuglar Tablo 1.3’de verilmistir

Tablo 1.2
t (sn) 9 (m/sn)
0 0
2 19.6
4 32 At kiiciildiik¢e numerik ¢6zlim, analitik ¢6ziime yaklasmaktadir
8 44.82 Asagidaki Tablo 1.3 bu gergegi ¢ok giizel bir sekilde 6zetlemektedir.
10 47.97
12 49.96
0 53.39
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Tablo 1.3
Analitik ¢6zim Karsilagtirma Numerik ¢6ziim
m=68.1kg; c=12.5kg/sn; g=9.8m/sn | Analitik-Nimerik

At=2sn At=0.5 sn At=0.01 sn
t (sn) 9 (m/sn) t (sn) |3 (m/s) [t (sn) |9 (m/sn) |t (sn) |3 (M/sn)
0 0 0 0 0 0 0 0
2 16.4 2 16.4 |2 17.06 |2 16.41
4 27.77 4 271.77 |4 28.67 |4 27.83
8 41.1 8 411 |8 4195 |8 41.13
10 44.87 10 |44.87 |10 |45.6 10 449
12 47.49 12 4749 (12 48.09 12 47.51
0 53.39 0 53.39 | 5339 | 53.39

m (< c :
9(0) =2 (1 - Gy 8(t1) = 9(6) + g — =) A¢

Degiskenlerin karsilikli iligkilerini ifade eden matematiksel denklemler iki gruba ayrilabilir: Cebirsel
denklemler ve diferansiyel denklemler.

Daha sonraki boliimlerde denklem c¢esitlerini ve bunlarin ¢oziimlerini ele alacagiz.

Simdi burada matematiksel modellemeye bir ara verip, Bélim 2’de MATLAB ileri Hesaplama Programim
kisaca ele alalim. Buradaki MATLAB bilgileri, kitapta gegen problemleri ¢6zebilme yeterliliginde olmasina
dikkat edilmistir. Daha detayli MATLAB kitaplari i¢in verilen kaynaklara bagvurunuz [3-5].

Ozet

Bu boliimde matematiksel modellemenin tarifi verildikten sonra onun gerekliligi vurgulanmig ve takip
edilecek 7 adim tek tek verilmigtir. Matematiksel modelleme gergek bir problem olan serbest diisiis hizina
uygulanmistir. Nimerik hesaplamalar ile analitik hesaplamalarin nasil birbirine yaklasabilecegi sececegimiz
adim biiytikligi ile ilgili oldugu ortaya konulmustur.



BOLUM 2 - MATLAB® Paket Programi
Amag
Bu béltimin bitiminde,

MATLAB Paket Programi hakkinda genel bilgiler
Vektor ve Matrisler

MATLAB 'de teknik hesaplamalarin yapilist
Polinomlar ve ilgili hesaplamalar

Verilen verilere egri uydurma

Lineer denklem sistemleri

Grafik cizimi

MATLAB de Programlama

Sembolik ve Numerik hesaplamalar

Cebirsel ve Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimi

konularmni anlamuis olacagiz.

Giris
MATLAB, Mathworks firmasi tarafindan matematiksel problemlerin ¢dziimii icin Ingilizce olarak
gelistirilmis, matris tabanli, etkilesimli bir yazilim paketidir. MATLAB adi Ingilizce olarak “MATTix

(Matris)” ve “LABoratory (Laboratuvar)” kelimelerinin ilk heceleri birbirine eklenerek olusturulmustur.
MATLAB ile yapilabilecek bazi islemler sunlardir [6-10]:

Matematiksel islemler

Niimerik (Sayisal) Islemler

Sembolik Islemler

Grafikler: Grafik alet kutusu kullanilarak 2 veya 3 boyutlu olarak kolayca gergeklestirilebilir.
Veri Analizi

Similasyon (Benzetim) ve Model Olusturma

Optimizasyon

NoogkrwdpE

MATLAB calistirildiktan sonra ekranda bir pencere agilir. Bu pencere, Sekil 2.1°de de goriilecegi gibi,
genelde 3 alt-pencereden olusur. Bu alt-pencereler, kullanicinin istegine gore degistirilebilir. Pencereler
sunlardir:

1. Aktif Klasoér/Calisma Alani1 (Current Directory/Workspace)
2. Komut Gegmisi (Command History)
3. Komut Penceresi (Command Window)
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Rl MATLAB R2012a - B
File Edit Debug Parallel Desktop Window Help 4
| % Mm@ 9 o & B | @ | CurentFolder: C\Program Files\MATLAB\R2012a v|[.] @ ;
Shortcuts 2] Howto Add 2] What's New i

rC

4nt Folder | Workspace * O 2 X i o} F
= o = & W B selectd.. - >> syms Sel Naz
Name = Value >> NzG=Sel/Naz % Some problems cannot be solved by mathematical equation only!

&) Naz <Dl syms
@] NzG <1x1 sym= NzG =
@ sel 21xl syms>
(@] x <11 sym
@]y 21x1 sym> sel/Naz

>> syms x y
>> y=sin(x) *cos (2*x)

< > v =

Command History w02 x

exp(~100/40) /50 +
B-%-- 28.7.2013 21:41 I
NzG=Sel/Naz N
syms Sel Naz
ele
syms Sel Naz
NzG=Sel/Naz % Some

isyms x y

ty=sin(x) *cos (2*x)
< >
4\ Start

cos (2*x) *sin (x)

OVR

2.1 MATLAPB’in Genel Kullanim

Sekil 2.1 MATLAB pencereleri

MATLAB, daha 6nce deginilen alanlardaki problemleri ¢ok kisa zamanda ¢6zebilir. Bu ¢oziimler igin,
MATLAB’in kiitiiphanelerinde tanimli bulunan fonksiyonlar, kullanicilar tarafindan olusturulan M-
Dosyalari (M-Files) ve fonksiyon dosyalar: (function files) veya yine MATLAB’in kendi i¢inde yiikli olan

alet kutular: (toolbox) kullanilabilir.

MATLAB’de islemciler (Operatorler)

Aritmetik Islemciler

Islem

Toplama: a+b
Cikarma: a—b

Carpma: a*b

Bolme: a/b

Ters bolme: b\a

Us alma: a°

Sembol

Ornek

3+2

3*4
3/4
5\3
SN2

Islem onceligi: parantez — iis — bélme / carpma — toplama / ¢ikarma seklindedir.

Iliskisel islemciler

Islemci

<

>

Anlam

... den kiiciik
... den biiyiik

5<8
9>3
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<= ... den kiiciik veya esit a<b
>= ... den biiylik veya esit a>b
== Esit a==b
~= Esit degil azb

Not: “=" isareti atama icin kullanilir

Mantiksal Islemciler
Islemci Sembol Ornek
& AND (VE) A&B
| OR (VEYA) A|B
~ NOT (DEGIL) ~A

[fade dogru ise cevap 1, yanlis ise O verir.

MATLAB’de ¢ok sayida yerlesik (built-in) matematiksel fonksiyonlar vardir. Bazilari:

Fonksiyonlar Sembol
sin (x) sin

cos (X) oS

tan (X) tan
arcsin (x) asin
arccos (X) acos
arctan (X) atan
exponansiyel, e* exp

tabii logaritma

10 tabanh log.

Karekok, \/;
Mutlak, ||

Iki tabanina gore

hiperbolic fonksiyonlar.

sinh(x) = %

X

e +e€

—X

cosh(x) =

log (e tabanina)
log 10

sqrt

abs

log 2

sinh

cosh

Degiskenler

e Atama ile degisik degerler alan biiyiikliiklere degisken denir (atama “=" isareti ile)
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degisken = ifade (sayilar, degiskenler, islemciler, fonksiyonlar)

e Degisken isimleri bir harfle baslar ve alfaniimerik karakter ile alt¢izgi “ _ “ den olusabilir ve en
fazla 67 karaktere sahiptir.

e a=4,b=8 9% gibi virgiille ayirarak birden fazla ifade ayn satira yazilabilir.

e Eger ifade tek satira sigmaz ise satir sonuna “...” isareti konularak alttaki satirda devam edilir.

Eger atama yapilmazsa sonug “ans” degiskenine atanir.

Degiskenlerin aktif listesi ‘who’, boyutlar1 da ‘whos’ ile listelenir.

cleara b % ave b degiskenlerini siler.

clear all % biitiin degiskenleri siler.

clc (clean comand window) % komut penceresini temizler, fakat degiskenler oldugu gibi bellekte
kalir. (% isareti ile baslayan bilgi aciklayict bilgi olup MATLAB tarafindan gz oniine alinmaz)

2.2 Diziler: Vektorler ve Matrisler

Dizi, en genel matematiksel tanim ile niimerik ve metinsel degerler toplulugudur. MATLAB’de hemen
hemen her sey bir dizi olarak igsleme konur [11-14]. MATLAB’de ii¢ ¢esit dizi ifadesi kullanilmaktadir:

Bir nimerik dizi, skalar, vektor veya matris olabilir:

« 1x1 dizisi, bir skalar1 (scalar) gostermektedir.

» mx1 veya 1xn dizisi, bir vektori (vector) gostermektedir (tek boyutlu dizi, 1D)
» mxn veya nxm dizisi, bir matrisi (matrix) géstermektedir (iki boyutlu dizi, 2D)

1x1 dizisi sabit veya tek elemanli matris, nx1 dizisi situn vektori ve 1xn dizisi ise satir vektori olarak
tanimlanabilmektedir. Bir dizinin eleman sayisi, satir ile siitun sayisinin ¢arpimdir.

2.2.1 Vektorler

Vektdrler, mx1 veya 1xn boyutlu diziler olarak tanimlanmaktadir. mx1 boyutlu diziye “siitun (kolon)
vektori’” denir ve dizinin eleman sayist m tanedir; 1xn boyutlu diziye “satir vektori” demistik ve dizinin
eleman sayis1 n tanedir.

Vektor Olusturma
MATLAB’de vektor olusturma (¢ yolla gergeklesir:
1. Direkt olarak (késeli parantez [...] kullanmakla)

Ornek .2.1 Késeli parantez kullanarak vektor olusturma
>>v=[17-910 12 25]

V=

1 7 -9 10 12 25

Bu islem, v adli bir satir vektdrii olusturur. Elemanlar arasma virgiil konur ya da bosluk birakilir. Ornekte
goriildiigii gibi “enter” tusuna basildiginda vektorii ¢ikti olarak goriiriiz. Eger ¢iktisint gérmek istemiyorsak
vektorii yazdiktan sonra sonuna noktal virgiil “;” koyariz,

v =[25 7 11]; gibi.

Dikkat edildigi tizere, yukarida verilen orneklerde vektorler satir vektdrlerdir. Bir satir vektoriinii siitun
vektoriine cevirmek istiyorsak transpozunu (devrigini) almamiz gerekir, bu da tek kesme isareti “ ' “ ile olur.

Ornek .2.2 Bir vektoriin transpozunu (devrigini) bulmak

v=[25-8-11] (Satir vektoriiniin transpozu)
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a N<

-11

2. Esit aralikli elemanliar kullanarak, [“:” iki nokta st Giste isareti ile veya linspace, logspace komutlariyla]

a- Vektor elemanlart birbirlerini, sabit miktarda artan veya azalan bir degerle (step size) takip ederler ise
“:”isleci (colon operator) bu tiir bir iglem icin en temel yontemdir.

Ornek 2.3 Kolon operat6ri (:) ile vektor olusturma

v=1:8

v=12345678

v degiskeni 1, 2, 3, 4 ... ve 8 tamsayilarini iireterek bir satir vektdriini gosterir.

Daha genel olarak,

V= Xilk:AXarns-Xson  seklindedir

Artis miktari, Axamg, Delirtilmezse MATLAB bunu 1 birim olarak kabul eder. Artis miktar1 pozitif veya
negatif, herhangi bir say1 olabilir.

Ornek.2.4 Kolon operatorii ile vektor olusturma
p=0.1:.0.2:1
p =0.1000 0.3000 0.5000 0.7000 0.9000

b- linspace ve logspace komutlarini kullanmak.

Bu durumda baslangi¢ ve bitis noktalar1 araliginda kag nokta olacagi belirtilir. linspace, lineer aralikli bir
vektor iretmekte kullanilir ve 6zellikle grafik ¢izimlerinde ¢ok yararlidir.

Genel gosterim: linspace (Xik, Xson, N) seklinde olup N =vektdrdeki eleman sayisidir.
Ornek 2.5 linspace komutu ile vektor olusturma

linspace(3, 17, 2) neyi ifade eder?

COzim:

Bu Ornekte 3, ilk deger, 17 son deger ve 2 de ilk deger ile son deger araligindaki (ilk ve son deger dahil)
nokta sayisidir.

Eger nokta sayis1 belirtilmezse iki nokta arasinda MATLAB lineer olarak 100 esit elemanli satir vektorii
Verir.

c- Ozel (utility) fonksiyonlar kullanarak (rand, randn, ones, zeros komutlariyla) vektorler hazirlanabilir.
Ayrica, MATLAB’de 6zel islemler yapan hazir fonksiyonlar da vardir. Bunlar, 6rnegin,
min, max, mean, sum, prod, sort, ve length

komutlardir.
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Ornek 2.6 Ozel islemler yapan hazir fonksiyonlarin vektorlerle kullanimi

Xx=[4 79 11 3 5 8] vektoriine

min(x), max(x), mean(x), sum(x), length(x), prod(x), sort(x)

fonksiyonlarini uygulayip sonucu bulunuz.

COzim:

Cevaplar sirasiyla 3, 11, 6.7143, 47, 7, 332640ve [3 4 5 7 8 9 11]dir.

2.3 Vektor ve Matris islemleri

2.3.1 Matrislerde Toplama ve Cikarma Islemleri:

MATLAB’de toplama ve ¢ikarma islemleri i¢in “+” ve “-” sembolleri kullanilir. Boyutlar1 aym1 olan
islemler i¢in tanimlidir.

2.3.2 Matrislerin Carpimi:

Matrislerde ¢arpma islemi i¢in “*” sembolii kullanilir. Carpma islemlerinde matrislerin i¢ boyutlar1 ayni
olmalidir. A*B ¢arpiminda A ’nin siitun sayist ile B 'nin satir sayisi esit olmalidir.

MATLAB’de bolme islemi igin iki farkli (/ ve \) bolme islemcisi vardir:
x=b/A matris denklemi, Ax=b ‘nin ¢6ziimiinii gdsterir. Bu aym1 zamanda x=A"*b seklinde de gosterilebilir.
x=Db\A matris denklemi ise xA=b ‘nin ¢ézlimiinu gosterir.
Ornek 2.7 Bir matrisin bir vektére bolimd
A=[123;456]; b=[91121]; ise x vektorini bulunuz.
COozim:
Xx=A *b’=[123;456;63 19] D *[9 11 21]’= inv(A)*b’
x= -5.4561
3.9123
2.2105

bulunur (b vektoriiniin transpozunun alindigin1 ve AV yerine de inv(A) kullanildigina dikkat ediniz. inv
komutu hakkinda ileriki boliimlerde daha kapsamli bilgi verilecektir).

2.3.3 Dizilerin Eleman- Elemana islemleri (Element-by-Element Operations)

Eleman-elemana ¢arpim

a=[37-34]; b=[14-2-2] olsun

Eleman-elemana ¢arpimi a.*b seklinde gosterilir.

“” jsareti eleman-elemana islemini géstermektedir.

Carpim: a.*b, a dizisinin her bir elemant, sirasiyla b dizisinin karsilikli her bir elemani ile ¢arpilir

Saga Bolme: a./b, “a” dizisinin her bir elemani, sirasiyla “b” dizisinin her bir elemanina boliniir.
Sola Bélme: a \ b, “b” dizisinin her bir elemani, sirasiyla “a” dizisinin her bir elemanina bolunir.

“A” jis alma: a.”b, “ @” dizisinin her bir eleman: sirasiyla “b” dizisindeki karsilikli elemanlarin issiine
yukseltilir.
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Ornek 2.8 Eleman elemana islemler

Asagidaki a ve b vektorleri igin:

a=[37-34];b=[14-2-2]ise

COozim:

a*h=3 28 6 -8

a./b=3.0000 1.7500 1.5000 -2.0000

a\b= 0.3333 0.5714 0.6667 -0.5000

a.“b=1.0e+003 * ( 0.0030 2.4010 0.0001 0.0001) bulunur.

Vektorler igin verdigimiz bu 6rnekler ayn1 zamanda matrisler i¢in de gegerlidir.

2.3.4 Matrisin Transpozu

7

Bir A matrisinin transpozu “A” ” ile bulunur.
degistirilmis olur.

” transpoz operatOril ile matrisin satir ve siitunlart yer

2.3.5 Bir Matrisin Determinanti (det Komutu)
“det(A)” fonksiyonu ile bulunur. Matris, kare matris olmaldir.

2.3.6 Matrisin Tersi (inv Komutu)

Bir A matrisinin tersi “inv(A)” fonksiyonu ile bulunur. Matris, tekil ozelligine sahip olmamasi (non-
singular) ve kare (square) matris olmahdir.

Ornek 2.9 Bir matrisin tersini (inversion) bulma

A=1[25;-24] inv(A) =
0.2222 -0.2778
0.1111 0.1111

2.3.7 Bir Matrisin Ranki (rank komutu)
Bir matrisin ranki, lineer denklem sistemindeki bagimsiz denklem sayisini gosterir.
2.4 Lineer (Dogrusal) Denklem Sistemleri

Sistem, bilinmeyen sayisina gore derecelendirilir. n. dereceden bir denklem sisteminin genel yazilimi
asagidaki gibidir:

ai1X1 + A12Xy + ... + AnXn = bl
a21x1 + azzxz + ...+ aann = bz
An1X1 + ApaXy + o + Appxy = by

Burada aj; katsayilardir, b bilinenlerdir ve x; ile ifade edilenler ise bilinmeyenlerdir. Yukaridaki denklemleri
matris-vektor seklinde yazarsak:

a1 A2 . a1 [*1 b,
Q1 QAzz .. Gpp||X2| _|b,
Ani QApz - Aunl |Xn b,

A X b
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Burada A matrisine katsayilar matrisi denir. Yukaridaki matris isleminin harfsel gosterimi asagidaki gibidir:
Ax=b
Denklemin her iki tarafi A matrisinin (katsayilar matrisi) tersi ile ¢arpilirsa bilinmeyenler vektorii elde edilir.

x=A'b ; MATLAB de A matrisi, inv(A) fonksiyonu ile bulunabilir.

Ornek 2.10 Kare matrisli bir denklem sisteminin ¢oziimii
Asagidaki denklem takimint MATLAB’in inv komutu ile ¢oziniz.
3X1+ 4X2 + 5X3 + 6X4 = 7

X1—2X2+ 3X3+ X4 =0

-X1 + 3X2 + 5X3 — 3X4 = -12

TX1—Xo—Xz3+2X4 =11

Cozim:
3 4 5 6 7
1 -2 3 1 0 .
A= b= =[7 0 -12 11]
-1 3 5 -3 ~12
7 -1 -1 2 11
0.8924
-0.2363
x=inv (A)*b=
-1.0353
1.7407

2.5 Polinomlar

Polinom, sabit katsay1 ve pozitif tamsay1 iisse sahip tek degiskenli bir fonksiyondur Polinomlarin genel
olarak matematiksel ifadesi asagidaki gibidir [15-21].

p(X) = an X" + anq X" ... + a;x+ag

MATLAB’de ise polinomlar, katsayillarinin azalan sirada siralandigr birer satir vektorii ile
gosterilmektedir. Bu nedenle, bir polinomu MATLAB’e tanitabilmek i¢in sadece katsayilardan olusan satir
vektoriinin MATLAB’e girilmesi yeterlidir.

Ornek 2.11 Satir vektérii ile bir polinomu ifade etmek

p=[804 -2 010 10] satir vektérii girildiginde, MATLAB tarafindan P(X) = 8x” +4x° —2x* +x* +10
polinomu olarak algilanmaktadir
2.5.1 Polinomlarin Degerini Bulma (polyval Komutu)

MATLAB ortaminda bir polinomun degerini bulmak i¢in “polyval(p,x)” komutu kullanilmaktadir. Burada p
polinomun azalan sirada siralanmug katsayr matrisini, X ise polinomun degiskenini géstermektedir. X 6nceden
tanimlanmis bir say1 olabildigi gibi vektor veya matris de olabilir. X say1 olarak tanimlanmigsa, polinom
gosteriminde skalar ¢arpim, X vektdr veya matris olarak tanimlanmigsa vektorel ¢arpim kullanilmalidir

P(X)=8*x"3+4*x"2-2*X-3; % skalar degiskenli polinomun tanimlanmasi
p(X)=8.*x"3+4.*x."2-2.*x-3; % vektorel degiskenli polinomun tanimlanmasi

polyval(p,x) p polinom katsayisina sahip polinomun X deki degerini hesaplar.
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Ornek 2.12  polyval komutu ile bir polinomun degerini hesaplama

p (X) = 8x3 + 4x2 — 2x — 3 polinomunun x = 2 degeri i¢in aldig1 sonucu, polyval komutu kullanarak bulunuz.

Cozim:

p=[8 4 -2 -3]; %  katsay1 vektoriiniin tanitilmasi

X=2; % degisken degerinin tanitilmasi
B=polyval (p,x) =73 %  polinom degerinin B degiskenine atanmasi

2.5.2 Polinomlarin Kéklerini Bulma (roots Komutu)

P(x) = 0 seklindeki denklemin kokleri roots (P) seklindeki bir ifade ile bulunur. Burada P polinom katsay1
vektorudr.

Ornek 2-13  Bir polinomun koklerini roots komutu ile bulma

P(x) = x® + 4x2 -3x — 7 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

COozim:
P=[14-3-7]; r=roots (P)
r=-4.3194
1.4437
-1.1233

Ugiincii dereceden bir polinomun 3 tane kokii olmalidir. Bunlar gergek, kompleks veya karigimlari olabilir.

2.5.3 Polinomlarin Carpim (conv Komutu)

Polinomlarin ¢arpiminda “conv” komutu kullanilir. Polinomlarin ¢arpiminda ya bir skalar degerle polinomun
carpimi, ya da iki polinomun birbirleriyle ¢arpimi s6z konusu olur.

Ornek 2.14 ki polinomun conv komutu ile ¢arpimini bulma
Vektorel katsayilar1 agsagida verilen polinomlarin ¢arpimini bulunuz.
P1=[3724]; P=[111]

COozlm:

PP = conv (P1, P2) =[310 12 13 6 4] veya

PP(x) = 3x° + 10x* + 12 x3 + 13 x* + 6x +4 olur.

2.5.4 Polinomlarin Birbirleriyle Boliimii (deconv Komutu)
Iki polinomu birbirine bdlmek i¢in “deconv’” komutu kullanilir.

fipolinomu, f;polinomuna boliindiigiinde boliim “d” de, kalan “r” de saklanir. Fonksiyon soyledir:

[d, r] = deconv (fy, f2)

Ornek 2.15 ki polinomun béliimiinde bolim ve kalant bulma

Diyelim f; =5x3 + 3x2+ 2x + 1 ve f, = %% + 2x +1 olsun. f; polinomunu f, polinomuna bolundz.
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COozim:
P,=[5321];P,=[121]
[d, r] = deconv (P4, P2)

d=[5-7],r=[118]. Diger bir deyimle,
5x3 +3%x°% +2x+1 11x+8
. =5X T+
X°+2x+1 X°+2x+1

2.5.5 Interpolasyon, Ektrapolasyon ve Regresyon

Tablo halinde verilen sayisal verilerin ara degerini bulmaya interpolasyon, dis degerlerini bulmaya da
ekstrapolasyon denir. Gerek interpolasyon gerekse ekstrapolasyon yapmada en uygun yol, o degerlerden
gegen bir polinomun denklemini bulmak ve onu kullanmaktir. Tablo halinde verilen degerlerden gegen en
uygun polinomu bulma islemine ise regresyon denir [22-26].

Iki bilinen deger arasinda MATLARB ile interpolasyon yapmak icin “tek boyutlu: interp1”, ii¢ bilinen deger
arsinda interpolasyon yapmak i¢in de “iki boyutlu: interp2” veya griddata komutlar1 kullanilir.

x ve y iki vektor olsun (zaman — basing gibi)

yi = interpl(x, y, xi) ifadesi, verilen x ve y vektorlerindeki x; ara degerine karsilik gelen y; degerini verir.
yi = interpl (X, y, Xi) veyay; = interpl (X, y, Xi, ‘metot’) ifadeleri kullanilabilir.

Burada metot: linear, spline veya cubic seklinde olabilir.

interpl komutu ayni zamanda ekstrapolasyon i¢in de kullanilabilir.

Ornek 2.16 ‘spline’ kullanarak ekstrapolasyon yapma

Xx=[35812];y =145 67 92 150]; ise x=13 degerinde y’ nin degeri nedir? Metot olarak “spline”
kullaniniz.

COzim:

x=[35812]; y=[4567 92 150];
y13=interpl(x,y,13,'spline’)
y13=175.1905 bulunur.

Regresyonda en kiictik kareler metodu (The least square method) [27-31] kullanilir. Bununla ilgili analitik
thretimler ileride verilecektir.

2.5.6 Verilere Polinom Uydurmak (polyfit Komutu)

MATLAB’de verilen degerlere bir polinom uydurmak polyfit (X, y, n) seklindeki komutla miimkiindir. x ve
y vektorleri, ‘n’ise polinomun derecesini gosterir.

Ornek 2.17 Verilere dogru uydurmak ve veriler ile uydurulan dogrunun aym grafikte gosterimi
x=1:6; vey=[0.50.80.951.2 1.5 1.7] verilen iki vektor olsun.

Bu verileri Kartezyen koordinat sisteminde (x-y grafigi) gosterelim. Sonra da bu verilerden gegen dogrunun
denklemini en kigcuk kareler yontemi ile bulup cizelim, bulunan dogruyu ve verileri ayni grafikte
gosterelim (Sekil 2.2)

P = polyfit (x, y, 1)
P =10.2386 0.2733] bulunur. Yaniy =0.2386 x + 0.2733 seklinde bir denkleme uymaktadir.
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xx =1: 0.01: 6 (daha saglikh bir grafik elde etmek igin x eksenindeki artimlar 1 (bir) kadar degil, 0.01 kadar
artirtyoruz)

yy = polyval (P, xx);
pIOt (Xa Y, ‘S’a XX, Yy, ‘r-’)
Elde edilen grafik Sekil 2.2 de gosterilmistir.

Sekil 2.2 En Kiiglik Kareler yontemiyle bir dogrunun ¢gizilmesi

2.6 Grafikler
MATLAB?’ de, verilerin ya da fonksiyonlarin grafiksel olarak gosterilmesi i¢in pek ¢ok secenek vardir. .
MATLAB’de 2 ve 3-boyutlu grafikler elde etmek miumkundur [32-36].

2.6.1 iki Boyutlu (2D) Grafikler

MATLAB ile pek ¢ok grafik tiirii olusturulabilir: Cizgisel, alan, ¢ubuk (bar), dilim, kontur, dagilim ve
kutupsal grafikler bunlar arasindadir.

Iki boyutlu grafik ¢iziminde en ¢ok kullanilan plot, ezplot, semilogx, semilogy, loglog ve plotyy
komutlarindan plot ve ezplot komutlarini1 goérecegiz.

plot Komutu
plot(x,y) seklinde kullanilir

Her nokta icin (x,y) degerleri verilmistir. Ik nokta igin, X ‘in ilk degeri ve y’nin ilk degeri aliir. Bu nedenle
x ve y vektorlerinin eleman sayilart ayni olmalidir, yoksa MATLAB hata verir. Daha genel olarak plot
komutu asagidaki sekilde verilebilir.

plot(x,y,¢izgi tiirii’)

Cizdirmek istedigimiz ¢izgisel grafigin ozellikleri girilmistir (Kod yazilimma bkz).‘¢izgi tirii’ ve plot
komutunda kullanilabilecek bazi 6zellikler asagida agiklanmustir.

Tablo 2.1 Cizgi Tipi
Gosterim Anlam Ornek
- diz cizgi
- kesik ¢izgi - — — =
noktali ¢izgi (varsayllan) ~ ----------

-. kesik ve noktali ¢izgi sirali _ -
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MATLAB’de ¢izgi turd iginde ¢izginin rengi, tipi ve nokta sembolleri gosterimi tanimlanabilir.

Bunlar herhangi bir sira i¢inde, agsagida verilen kisa kodlar1 kullanilarak tanimlanabilir. Cizgi tipi Tablo 2.1
‘de, renkler Tablo 2.2’de ve nokta sembolleri de Tablo 2.3°de verilmistir.

Tablo 2.2 Renkler Tablo 2.3 Nokta Sembolleri
Gosterim | Renk Gosterim Isaret Gosterim Isaret
y Sar1 + Arti d Elmas
m Magenta 0 Cember A Yukar1 iggen
c Ciyan * Yildiz v Asag liggen
r Kirmizi . Nokta < Sola licgen
g Yesil X Carp1 > Saga liggen
b Mavi S Kare p Besgen
w Beyaz
k Siyah

ezplot komutu

Asagida ezplot komutunun genel kullanimi ve agiklamasi verilmistir:

ezplot(fonksiyon)

Verilen fonksiyonu varsayilan aralik olan -2z<x<2m igin ¢izdirir.

Ornek 2.18 ezplot komutunun kullanim
y=sin(x+1) grafigini Kod 2.1 deki gibi ezplot komutuyla ciziniz.
GOzim:

ezplot komutunun en sade halidir ve varsayilan aralik olan -2n<x<2mw aralig1 i¢in grafik ¢izdirilmistir (Sekil
2.3)

>> ezplot('y-sin(x+1)")
Kod 2.1
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Fle Edt Wiew Insert Took Deskiop Window Help
UEde |k AA0BDEL- 20 |m ~

sin(x+1)

1

Sekil 2.3 ezplot kullanimi

2.7 Programlama

En genel ifadesiyle programlama, belli bir problemin ¢6ziimil i¢in bir programlama dili aracilifiyla yazilan
programin tasarimi, kodlamasi, test edilmesi ve guncellenmesi islemlerinin biitiiniidiir.

Programin algoritmasi hazirlandiktan sonra bir programlama dili (FORTRAN, C, C++, Pascal, Basic gibi)
kullanilarak kodlama, yani program yazma islemine gegilir. MATLAB komut penceresi (command window)
ve Ozellikle MATLAB editori (editor) program yazma islemi i¢in kullanilabilecek alanlardir.

Basit programlar i¢in glncelleme siirecine gerek yoktur. Burada sadece ¢ok basit programlar ve kodlar
verileceginden, bu islem hakkinda bilgi vermeye gerek duyulmamustir.

Burada ilk olarak kodlarin yazilacagi M-dosyalar: (script ve function) daha sonra inline komutu ve son
olarak da bir algoritma olusturmak icin gerekli olan kosul ifadeleri (conditional statements) ile donguler
(loops) anlatilacaktir.

2.7.1 M-Dosyalar1 (M-Files)

MATLAB’ de kodlar genellikle komut penceresi (command window) kullanilarak girilir. Gegmis komutlar
tekrar kullanilmak istendiginde ise komut ge¢cmisi (command history) penceresi kullanilarak istenilen komuta
ulagilabilir. Birkag¢ satirda olugan basit programlar diigiiniildiigiinde bu yaklagimda bir problem yoktur.
Ciinkii hata yapildiginda Onceki satirlar kolaylikla yeniden yazilabilir ve kod tekrar kullanilmak
istenildiginde komut gegmisinden veya yukart ok ile komutlar kolayca tekrar ¢agrilabilir. Fakat satir sayis1
fazla, karmagsik programlarda komut penceresi ve komut ge¢cmisi yeterli olmaz. Boyle durumlarda komutlar
M-uzantili dosyalara yazdirilir ve tekrar ve tekrar ¢cagrilip kullanilabilir.

M-uzantili bir dosya olusturmak icin Oncelikle bir yazi editor programi (text editor: MATLAB editor,
notepad, wordpad gibi) agilir ve yazilacak olan kodlar buraya yazilir. Kodlar yazildiktan sonra bu dosya,
ornegin, “dosya_adi.m” seklinde kaydedilir. Daha sonra MATLAB komut penceresinde sadece dosya adi (.m
yazilmadan) yazilarak dosya igindeki komutlar calistirlir.

Olusturulan m-dosyasimin ¢alistirilabilmesi i¢in dosyanin aktif MATLAB klasorii (current directory) iginde
olmasi gerekir. MATLAB komut editorii, dosyanin kaydedilecegi klasor olarak otomatik olarak aktif klasorii
secer. Aktif klasoriin yeri MATLAB penceresinin {ist kisminda kisa yol tuslarinin sagindadir. Aktif klasoriin
icinde bulunan dosyalar MATLAB penceresinin solunda aktif klasér (current directory) penceresinde
gosterilir. Eger kaydedilen dosya burada goriiliiyor ise dosya MATLAB tarafindan kullanilabilir. Dosyanin
icindeki komutlar1 ¢alistirmak i¢in yapilmasi gereken tek sey dosya adini komut penceresinde yazip enter’e
basmaktir. Bdylece dosyanin igindeki tiim komutlar ¢aligtirilir.

2.7.1.1 Duz-yaz1 Dosyalari (script files)

Komut penceresine yazilabilecek komutlar direkt olarak m-dosyasinin igine yazilarak olusturulurlar. Boylece
kullanilan komutlar saklanabilir ve tekrar tekrar kullanilabilir.
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2.7.1.2 Fonksiyon Dosyalar1 (function files)

Fonksiyon dosyalari, MATLAB’ in o&zelliklerini genisletmek igin kullanilan dosyalardir. Diliz-yazi
dosyalarindan farkh olarak, fonksiyon dosyalar1 girdi degerleri alip cikti degerler iiretebilirler.
Aslinda MATLAB’ de kullanilan komutlarin ¢ogu fonksiyon dosyalar1 olarak 6nceden hazirlanmiglardir.
MATLAB agildiginda bu dosyalar tarar ve komutlar1 kullanima hazir hale getirir.

Fonksiyon dosyalar1 olusturulurken komutlar yazilmadan 6énce m-dosyasinin bir fonksiyon dosyasi oldugunu
MATLAB’ e gostermek igin asagida verilenlerden biri dosyanin basinda kullanilmalidir.
function fonksiyon_adi

Bu ifade ile fonksiyon_adi isimli bir fonksiyon olusturulur. Higbir girdi degeri almaz ve ¢ikt1 degeri
Uretmez. Duz-yaz1 dosyasi ile ayni islevi gortir.

function fonksiyon_adi(x) veya function fonksiyon_adi(x,y,z)

Ik kullanimda fonksiyon bir x degeri alir. ikinci kullanimda ise birden fazla deger (x,y,z) aldigindan
her girdi degeri arasina virgiil konulmustur. Higbir ¢ikti degeri ise iiretilmez.

function x= fonksiyon_adi (a,b,c) function [x,y,z]=fonksiyon_adi(a,b,c)

Ik kullanimda girdi degerleri olarak (&, b, ¢) degerlerini almistir ve ¢ikt1 degeri olarak ise sadece X
degerini tretmistir. Ikinci kullanimda ise yine ayni girdi degerlerini almasina ragmen birden fazla
¢ikt1 degeri tiretilmistir. Bu nedenle bu degerler bir satir vektorii seklinde gosterilmistir.

Yukarida verilen fonksiyon tanimlarindan biri, yazilacak olan fonksiyonun tiiriine gore secildikten sonra,
programin komutlar1 yazilarak dosya tamamlanir. Daha sonra dosya kaydedilir. Burada 6nemli olan dosya
adi ile fonksiyon_adi ile gosterilen fonksiyon adinin aymi olmasidir.

Fonksiyon tiiriine gére fonksiyonun komut penceresinde kullaninu da degisir. Ilk tiir icin sadece fonksiyon
adimi yazmak yeterlidir:

>> fonksiyon_adi

Ikinci kullanimda ise, fonksiyon girdi degerleri aldigindan, bu degerlerin parantez iginde fonksiyon adindan
sonra verilmesi gerekir:

>> fonksiyon_adi(x_degeri,y degeri, 7_degeri)

Son kullanimda ise fonksiyon bir ¢ikt1 degeri lirettiginden fonksiyon ¢iktisi bir degiskene atanmalidir:
>> x=fonksiyon_adi(a_degeri,b_degeri,c_degeri)

Ornek 2.19 m-fonksiyon dosyasimin kullanimi

Bir dénemde verilen iki ara sinav ve final sinavlarina notlarina gére 6grencilerin son donem notunu asagida
verilen denkleme gore hesaplayan fonksiyon dosyasint yaziniz!

Sonnot=0.3(Sinav 1)+0.3(Stnav 2)+0.4(Final)

Daha sonra asagida notlar1 verilen dgrencilerinin yart donem son notlarini hesaplatiniz. Ogrencilerin dénem
sonu ortalama notunu hesaplayiniz.

Ogrenci Smav 1 Smav 2 Final
Ogrenci 1 87 90 82
Ogrenci 2 56 70 78
Ogrenci 3 76 68 92

Ogrenci 4 91 92 88
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COozim:

Oncelikle kullanilacak fonksiyon tiirii secilmelidir. Ogrenci notlarii argiiman olarak alacag igin girdi
boliimii olmalidir. Son notlarin ortalamasinin bulunmasi istendigi i¢in ¢iktt notlarinin bir degiskene atanmasi
gerekir. Bu nedenle ticiincii fonksiyon tiirii kullanilacaktir.

Fonksiyon dosyasi (Kod 2.2a ) ve agiklamalar1 asagida verilmistir:

function n=fonk_sonnot(s1,s2,f)

n=0.3*s1+0.3*s2+0.4*f;
Kod 2.2a

1. Ugiincii fonksiyon tiiriine gore fonksiyon tanimlanmasi yapilmistir. Burada donem ara sinav notlar1 $1,52
ve final notu f olarak alinmigtir. Fonksiyon sonucu ise n degiskenine atanmigtir.

2. Verilen notlara gore dgrencilerin donem sonu not degeri n olarak hesaplanmustir.

Asagida fonk_sonnot fonksiyonu kullanilarak ogrencilerin son notlari ve ortalama sonnot hesaplanmustir

(Kod 2.2b)
1. Tk 6grencinin son notunu hesaplamak igin 87, 90 ve 82 notlar1 fonksiyona argiiman olarak verilmistir.
2. Fonksiyon sonucu sonnotl degiskenine atanmustir.

3. Aym islem ikinci, lgiincii ve dordiincii 6grenci icinde yapilmistir ve her 6grenci igin son not
hesaplanmistir (sonnot2, sonnot3, sonnot4).

4. Bulunan son notlar toplanarak 6grenci sayisina (4) boliinmiistiir. Elde edilen ortalama, ort degiskenine
atanmugtir.
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sonnotl=fonk_sonnot(87,90,82)
sonnotl =
85.900000000000006
sonnot2=fonk_sonnot(56,70,78)
sonnot2 =
69
sonnot3=fonk_sonnot(76,68,92)
sonnot3 =
80

sonnot4=fonk_sonnot(91,92,88)
sonnot4 =

90.099999999999994
>> ort=(sonnotl+sonnot2+sonnot3+sonnot4)/4
ort=

81.250000000000000
Kod 2.2b

2.7.2 Kosul ifadeleri (Conditional Statements)

Bir program igerisinde kod akis1 her zaman yukaridan asagiya dogru sirasiyla olmayabilir. Elde edilen veya
girilen verilere gore program farkl sekilde dallanip ilerleyebilir [37,38].Bir 6rnek ile agiklanacak olursa:

Bir dersten 6grencilerin alacaklart harf notlarinin hesaplanmasi isteniyor. Puanlama asagida verilen sekilde
yapilacaktir:

100-90 > A
80-90 > B
70-80 > C
60-70 > D
0-59 > F

Ogrencinin toplam genel son notuna gore alacagi harf notu degisebilir. Yani program akis1 sematik
olarak gosterilecek olunursa:
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90>toplam>80
Not:B

80>toplam>70

. Not:C
Ogrenci notlarinin parcga toplam=90
parga girilmesi Not:A
70>toplam>=60
Not:D
60>toplam
Not:F

e —_—:HEEEEEEE,

Goriildiigii gibi, genel toplam sonnot hesabindan sonra program akisi toplam nota goére 5 farkii yol
izleyebilir. Burada, hangi yola gidilecegini belirlemek i¢in yapilmasi gereken, toplam not hesabindan sonra
kosul ifadeleri eklenerek programin yonlendirilmesidir.

MATLAB’ de kosul ifadesi i¢in kullanilabilecek 4 farkli komut vardir. Bunlar if, elseif, else ve switch
komutlaridir.

if komutu

Pek cok programlama dilinde ortak olan bu komutun genelde kullanimi agsagida verilmistir:

if (kosul(lar))
komutlar

end

if komutu su anlama gelmektedir:

Eger if komutundan sonra parantez i¢inde verilen kosul veya kosullar saglaniyorsa, komutlar ifadesi ile
gosterilen islemleri yap ta ki end ifadesine gelene kadar. Eger kosul veya kosullar saglanmiyorsa direkt
olarak end ifadesinden sonraki satira git. end ifadesi ile MATLAB’ e if komutunun bittigi bildirilir.

Kosul ifadeleri tammlanirken bazen bir tek kosul yeterli olmayabilir. iki veya daha fazla kosulu bir biitiin
halinde tanimlamak gerekebilir., MATLAB’de bunun i¢in kullanilan operatdrler ve bunlarin kullanimlari
asagida verilmistir:

Islec Adi Aciklama
| veya (or) Eger verilen kosullardan biri dogru ise sonu¢ dogrudur,

tamami yanlis is sonug yanligtir

Eger verilen ifadelerin tamami dogru ise sonu¢ dogrudur, bir

& ve (and) tanesi yanlis ise tamami yanlistir

Verilen kosulun tersini alir. Yani dogru ise yanlis, yanlis ise

- degil (not) dogru yapar.
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Ornek 2.20
% kosul ifadeleri

not1=69;not2=87:final=83;

Bir 6grencinin matematik dersinden aldigi notlar asagida

verilmistir. puan=0.3*(not1+not2)+0.4*final;
Arasimav 1 Arasinav 2 Final if (puan>=90)
not="A'
69 87 83
end
Bu derste toplam puan if (puan>=80&puan<90)
Puan=0.3*(Arasinav 1 + Arasinav 2) + 0.4*(Final) Not="B"
seklinde hesaplantyorsa, bu 6grencinin dersten hangi harf
notu alacagini hesaplayiniz. end
if (puan>=70&puan<80)
not="C'
A B C D F
end
100- - 70-7 - < .
00-90 80-89 0-79 60-69 60 if (puan>=60&puan<70)
Cozim not='D'

Problemin MATLAB ¢o6ziimii (Kod 2.3) ve agiklamalari | end
asagida verilmistir:

a e ) . if (puan<60)
1. Ogrencinin notlar1 girilmistir ve puan verilen formiile
gore hesaplanmustir. not="F'
2. Sirasiyla not tanimlamalarina gecilmistir. end

Eger puan>=90 ise, not=A not =

Eger puan>=80 ve puan<90 ise, not=B
Eger puan>=70 ve puan<80 ise, not=C B
Eger puan>=60 ve puan<70 ise, hot=D Kod 2.3

Eger puan<60 ise, not=F

3. Not yazdirildiginda, 6grencinin B aldig1 goriiliir.
4. Puan yazdirildiginda da, 68rencinin 80 topladig1 goriiliir. Yani bulunan B notu dogrudur.

Bu islemi yaptirmanin en kolay yolu tabi ki bu degildir. Toplanan puana bakilarak dgrencinin notu hemen
sOylenebilirdi. Fakat 1 degil de 100 6grencinin oldugu bir sinif diisiiniildiigiinde bu kodlama anlam kazanir.

elseif komutu

Ardarda yazilan if komutlarinda, MATLAB her if komutunu ayr: ayr1 inceler. Yukarida verilen Ornek 2.20
‘nin ¢6ziim kodu incelendiginde, MATLAB, kullanilan 5 if komutunu da inceler. Halbuki not degerine ikinci
if komutunda ulagilmistir. Yani sonradan incelenen 3 if komutu gereksizdir ve kodun ¢alisma siiresini uzatir.
Bu nedenle, MATLAB ‘de elseif isimli baska bir komut tanimlanmistir. Bu komut tek bagina kullanilmaz,
bir if komutunun devaminda kullanilabilir. elseif komutunun genel kullanimi asagida verilmistir.

Goriildigi gibi bir if komutundan sonra istenildigi kadar elseif komutu tanimlanabilir. Gésterilen kullanim
su anlama gelmektedir:

1. Eger if komutu iginde verilen kosul ya da kosullar dogru ise, if komutu ile birinci elseif komutu arasindaki
‘komutlar 1’ ile gosterilen islemleri yap ve end‘e git. Eger dogru degil ise birinci elseif komutuna git.
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if (kosul(lar) >> not1=69; not2=87; final=83;

komutlar 1 >> puan=0.3*(not1+not2)+0.4*final;

komutlar 2
not="A",
elseif(puan>=80)
. not='B';
elseif (kosul(lar)) .
comutlar elseif(puan>=70)
end not="C",;

elseif(puan>=60)
2.Eger birinci elseif komutu i¢inde verilen kosul ya da
kosullar dogru ise, birinci elseif komutu ile ikinci elseif | NOt="D’;
komutu arasindaki ‘komutlar 2’ ile gosterilen islemleri

: elseif(puan<60
yap ve end’e git. Eger dogru degil ise ikinci elseif (p )
komutuna git. not="F';

end

3. Eger ikinci elseif komutu iginde verilen kosul ya da | >> not
kosullar dogru ise, ikinci elseif komutu ile end komutu
arasindaki ‘komutlar 3’ ile gosterilen islemleri yap ve | NOt=

end’e git. Eger dogru degil ise end de git. Durum bu B Kod 2.4
sekilde (n-1) tane elseif kosuluna kadar devam eder. '

Yani, herhangi bir if veya elseif iginde aranan kosul saglanirsa komutlar uygulanir ve kalan elseif’lere
bakilmadan direkt olarak end’e gidilir. Boylece bakilmasina gerek kalmayan kisimlar atlanmis olur ve kisa
stirede sonuca varilir. Diger bir deyisle, birbiriyle baglantili kosul ifadeleri yazilirken, ilk kosulda if,
digerlerine elseif kullanilir.

Yukarida verilen Ornek 2.20’yi elseif komutu kullanilarak tekrar ¢ozelim.

Kod 2.4 incelendiginde, ikinci elseif komutundan sonraki kosullar kullanilmamustir. Ciinkii bir elseif
ifadesine gelinebilmesi icin, Onceki kosullarin yanlis olmasi gerekir. Ornegin puan=65 oldugunu
diistiniiliirse:

1. Oncelikle if(puan>=90) ifadesine gelir. Bu sart saglanmadig1 icin bir sonrakine gider.

2. Sonra elseif(puan>=80) ifadesine gelir. Burada ayrica Ornek 2.20° deki gibi puan<90 kosuluna gerek
yoktur. Cinki elseif(puan>=80) ifadesine gelebilmesi icin zaten if(puan>=90) kosulunun yanlis olmasi
gerektir. Yani puan<90 kosulu 6nceden saglanmistir. puan=65<80 oldugundan bir sonraki elseif ‘e gegilir

3. elseif(puan>=70) kosulu yanlis oldugundan sonraki kosula gegilir.
4. elseif(puan>=60) kosulu dogru oldugundan:
not="D’

komutu islem goriir.

else komutu

elseif komutu gibi tek basina kullanilamayan bu komut, if ya da elseif komutu ile birlikte kullanilabilir. else
komutunun genel kullanim bigimleri asagida verilmistir:
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Ik kullanimda, eger if komutu icinde verilen kosul ya da kosullar dogru ise, if ile else arasinda kalan
‘komutlar 1’ diye isimlendirilen komutlar takimi islem goriir. Eger yanlis ise kodun else kismina gelir ve
else ile end kisimlar1 arasinda kalan ve ‘komutlareise’ diye gosterilen boliimdeki satirlar iglem goriir.

Ikinci kullanmimda ise, dncelikle if komutu icine bakilir. Eger kosul ya da kosullar dogru ise ‘komutlar 1’
islem goriir. Eger yanlis ise elseif komutunun kosuluna bakilir. Dogru ise ‘komutlar 2’ islem goriir. Burada
else komutuna gegcmeden istenildigi kadar elseif komutu kullanilabilir. Yukaridaki kullanim igin, elseif kosul
ya da kosullar1 yanlis ise else’e geg¢ilir ve ‘komutlarese’ islem goriir.

if(kosullar)

komutlar 1
elseif(kosul(lar))

komutlar 2

else
komutlarese

end

2.7.3 Donguler (Loops)
Aym komutlarin tekrar edilmesi islemine dongii denir. Dongiiler iki sekilde olabilir:
1. Daha 6nce belirlenen sabit bir say1 kadar (for donguleri) tekrar edilen déng

2. Belli bir kosul saglandigi siirece (while dongileri) devam edilen déngii

for dénguleri

for x=baglangig¢:bitis
komutlar

end

Komutlar ile gosterilen islemleri, X vektoriiniin her elemant igin gergeklestirir. Ornegin x=1:10 i¢in komutlar
ile gosterilen iglemler x=1, 2, ... ,10 olmak tlizere 10 kez tekrar ettirilir.

for x= baslangig:artis:bitis
komutlar

end
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Komutlar ile gosterilen islemleri, X vektdriiniin her elemani igin tekrar eder. Ornegin, x=1:0.5:10 igin
komutlar x=1, 1.5, 2, ... ,9.5, 10 olmak (izere 19 kez tekrar ettirilir.

for x=[x1,x2,x3, ..., xn];
komutlar

end

Yine x vektoriiniin her elemani i¢in komutlar ile gosterilen islemler tekrar ettirilir.

Yukarida belirtildigi gibi, for dongusu ile dongu icinde verilen komutlar, daha 6nce verilen for ifadesindeki
vektoriin her elemani i¢in tekrarlanir. Bu komutun genel kullanimi asagida verilmistir

Komutlar yerine MATLAB’ de yapilabilecek her sey yazilabilir.

Ornek 2.21 for dongiisii kullanimi

Bir smiftaki 6grencilerin matematik dersinden aldig1 puanlar agsagida verilmistir
Buna gore 6grencilerin alacagi harf notlarini gosteren bir kod yaziniz.

(Harf Notlar1 Ornek 2.20 deki gibi verilecektir.)

Ogrenci Not Ogrenci Not
Ogr. 1 87 Ogr. 4 75
Ogr. 2 68 Ogr. 5 82
Ogr. 3 98 Ogr. 6 58

Cozim:
Verilen problemin MATLAB ¢6ziimii (Kod 2.5) ve agiklamalari agagida verilmistir:
1. Oncelikle 6grenci puanlari (Puan) ve isimleri (Isim) girilmistir.

2. Alt1 6grenci oldugu i¢in for dongiisu ile x=1:6, yani x=1,2, ... ,6 i¢in dongii i¢indeki komutlar toplamda
alt1 defa tekrar edilmistir.

3. Her tekrar icin dnce 6grencinin aldigi not bulunur. Ornegin x=1 igin:
Puan(1)>=90 yanlis, sonraki
Puan(1)>=80 dogru, Not="B’,
end ‘e git

4. Not bulunduktan sonra dgrenci adi1 ve aldigi not disp komutu ile yazdirilir. Birden fazla ifade ayni anda
yazdrilacagindan, disp komutu késeli parantez ile kullanilmistir. Yine x=1 igin:

Isim(1,:) = 1. 6grencinin ad1

Not(1) -> 1. dgrencinin notu
disp([Isim(1,:) * -->" Not(x)]) ile

Ogr. 1 --> B gosterilmistir.

5. Yukaridaki ii¢iincii ve dordiincii maddeler x=1, 2, 3, 4, 5, 6 igin tekrar edilmistir ve her 6grencinin adinin
karsisina aldig1 not yazdirilmistir.
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Puan=[87 68 98 75 82 58];

Isim=['Ogr. 1';'Ogr. 2"; 'Ogr. 3'
;'Ogr. 4';'0gr. 5';'Ogr. 6';

>> for x=1:6
if(Puan(x)>=90)
Not(x)="A";
elseif(Puan(x)>=80)
Not(x)='B";
elseif(Puan(x)>=70)
Not(x)="C";
elseif(Puan(x)>=60)
Not(x)='D";
else
Not(x)="F"
end Kod 2.5

2.8 Sembolik islemler

MATLAB ortaminda, sayisal degerler yerine harfli ifadelerin kullanildigi matematiksel islemlere sembolik
islemler denir. Kesin sonug istendiginde veya sayisal olarak hesaplanmasi zor olan problemler genellikle
sembolik islemlerin kullanildigi durumlardir. MATLAB, sembolik ¢oziimler i¢in ¢ok genis bir igerige sahip
olan Matematik Sembolik Arackutusunu (Symbolic Math Toolbox) kullanir. Sembolik islemlerin
tamamlanma siiresi, genelde sayisal islemlere gore daha fazladir.

Sembolik ifadeler syms komutu ile tanimlanir
syms komutu birden fazla sembolik ifadeyi MATLAB ortaminda tanimlamak i¢in kullanilir.
Asagida bu komutun genel gosterimi verilmistir:

syms degiskenl degisken?2... degiskenN

2.8.1 MATLAB ile Yapilabilecek Sembolik islemler
2.8.1.1 integrasyon

Belirsiz integraller (int komutu)

Bir fonksiyonun ters-tiirevine ya da bagka bir ifade ile sinirlar belirtilmemis integral islemlerine belirsiz
integral denir.

Sembolik ifadelerin integralleri int komutu kullanilarak bulunur. Asagida int komutunun belirsiz integraller
icin kullanim gekilleri verilmistir.
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f fonksiyonun sembolik degiskene goére integralini alir. Birden fazla sembolik
degisken varsa, MATLAB kendi varsayilan siralamasina gore birini seger. Bu sira

int(f) t, X, ¥, Z,... seklinde devam eder. Yani ilk olarak t i¢in bakar, yoksa x ve bdyle
devam eder.
int(f,x) f fonksiyonunun x sembolik degiskenine gore integralini alir.

Asagida gosterilen Kod 2.6 de, verilen bir fonksiyon igin, int komutunun nasil kullanilacagi gosterilmistir.
Once sembolik degiskenler ve integrali istenen y=sin(x) fonksiyonu tanimlanmigtir. Daha sonra int komutu
kullanilarak fonksiyonun sembolik olarak integrali alinmistir.

>>syms Xy
>> y=sin(x);
>> int(y,x)
ans =

-cos(x) Kod 2.6

Ornek 2.22  Belirsiz sembolik integralin kullanimi
Asagida verilen kuvvet ifadesinin genel olarak integralinin nasil alinacagint MATLAB kullanarak bulunuz.

[=[x"dx

Cozim:

Problemin MATLAB ¢0ziimu Kod 2.7 'de verilmistir. Bu Kod incelendiginde:

1. Oncelikle kullanilacak sembolik degiskenler (X,y,z,n) ve integrali alinacak ifade tanimlanmustir.
2. int komutu kullanilarak integral hesaplanmistir.

Dikkat edilecek olursa, MATLAB belirsiz integral islemlerinin sonucunda olusan ve sabit bir sayiy1 ifade
eden ‘c’ degiskenini otomatik olarak ifadeye eklememistir. int komutu ile bulunacak olan sonug, baska bir
islemde kullanilmadan 6nce elle bir ‘c’ sabiti eklenmelidir.

symsxyzn

y=x"n;
z=int(y,x)
Z=

xMn+1)/(n+1)
xHL

Kod 2.7
n+1

7 =

Belirli integraller

Belli bir aralik ig¢in yapilan integral alma islemine belirli integral alma denir. MATLAB’ de belirli
integrallerin sembolik ¢éztmleri igin yine int komutu kullanilir.

Asagida int komutunun belirli integraller igin kullanim sekilleri verilmistir.
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f fonksiyonun sembolik degiskene gore [a,b] araliginda integralini alir. Birden
int(f,a,b) fazla sembolik degisken varsa, MATLAB kendi varsayilan siralamasina gore
birini secer.

) f fonksiyonunun x sembolik degiskenine gore [a,b] araliginda
int(f,x,a,b) _ o
integralini alir.
Ornek 2.23  Belirli integralin hesaplanmasi

Asagida verilen islemin sonucunu MATLAB kullanarak bulunuz.
b
f(x“ + 2x — 1dx
a
COozim:
Problemin MATLAB ¢oziimii asagida verilmistir,

5 5
Sonug: %—%+b2—a2+ a—b

Belirli integral islemlerinde, sabit ¢ degiskenleri birbirini gotiirdiiglinden, islem sonucuna eklemeye gerek
yoktur.

2.8.1.2 Sembolik Limit Alma
MATLAB’in sembolik aletkutusunu kullanarak herhangi bir ifadenin limitini alabiliriz.
Genel olarak:

limit(ifade,a) seklindedir.

Burada a degerinde ifadenin limit degeri hesaplanacak demektir. a’nin degeri belirtilmezse o zaman a=1
alinir.

2.8.1.3 Cebirsel Denklemlerin Sembolik Céziimi (solve komutu)

Bir veya birden fazla bilinmeyenlerle olusturulan bir sistemi, verilen denklemleri kullanarak bilinmeyenleri
bulma islemine denklem ¢dzme denir. Denklemler, bilinmeyen degisken sayisina gore isimlendirilirler. Tek
bilinmeyenden olusanlara, bir bilinmeyenli denklemler, iki bilinmeyenlilere, iki bilinmeyenli denklemler
denir ve boyle devam eder. Verilen denklemleri saglayan degerlere denklemin kokleri ve olusturdugu
kiimeye de ¢6zUm kiimesi denir.

Bir denklem sisteminin ¢dzilebilmesi icin, bilinmeyenlerin sayisi kadar bagimsiz denkleme ihtiya¢ vardir.
Eger yeterli sayida denklem yoksa bazi bilinmeyenlerin tam sayisal degeri bulunamaz, ancak diger
bilinmeyenler cinsinden sembolik degeri bulunabilir.

MATLAB de cebirsel denklem sistemlerini ¢cozmek igin solve komutu kullanilir.
Tek Degiskenli Denklemler
solve komutunun bir tek bilinmeyenli denklemler i¢in kullanimi agagidaki gibidir.
solve(‘f=g’) ‘f=g’ seklinde ifade edilen denklemi sembolik degigken i¢in ¢ozer ( Kod 2.8a)
solve komutu iginde denklem bir ifadeye esitlenmemisse MATLAB bu ifadeyi

solve(‘f ) otomatik olarak /=0’ seklinde alir ve bilinmeyen sembolik degisken igin ¢ozer
(Kod 2.8b)
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Coziilmesi gereken denklemler iki sekilde tanimlanabilir:

1. Tirnak igine alarak direkt olarak solve komutu i¢ine yazilabilir.

solve(‘x"2=4") gibi

2. f fonksiyonu dnce tanimlanip sonra solve komutunda kullanilabilir.

syms X

f=x"2-4

solve(f)

veya

f="x2-4’

onceden yazmaya gerek yok)

solve(f) gibi

Ornek 2.23 solve komutunun kullanimi

f=x-5=0 denklemini solve komutu ile ¢ézlintz.

Coziimler asagida verilmistir.

>> solve('x"2=5')
ans =

5/(1/2)
-57(1/2)

Kod 2.8a

(=0 olacak sekilde fonksiyon yazilmalidir !)

>> solve('x"2-5')
ans =

5/(1/2)

-57(1/2)
>> f='yA2-5";
>> solve(f)
ans =

57 (1/2)

-5/ (1/2)

Kod 2.8b

2.8.1.4 Diferansiyel Denklemlerin Sembolik C6zUmu (dsolve komutu)

Bir denklemde, bir fonksiyonun hem kendisi hem de trevleri bulunuyorsa bunlara diferansiyel denklemler
denir. Sadece tek bagimsiz degiskenin olusturdugu diferansiyel denklemlere adi diferansiyel denklemler

31

(Tirnak i¢inde yazdigimizdan x degiskenini sembolik olarak

(Ordinary Differential Equations, ODE) denir. Burada, sadece bu tek degiskenli diferansiyel denklemlerin

¢Ozlimii anlatilacaktir.

Tek Degiskenli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde sadece tek denklemden olusan diferansiyel denklemler incelenecektir. MATLAB, diferansiyel
denklemleri (baslangi¢- deger ve simir-deger problemleri) ¢ozmek igin dsolve komutu kullanir. Bu komut
icinde kullanilacak diferansiyel denklemler asagidaki gibi tanimlanir:

Fonksiyon tlrevleri D 6neki ve eger birinci mertebeden tiirev degilse, kaginct mertebeden tiirev oldugunu
gosteren bir say1 ile birlikte tanimlanir.

d2%y

dy
dx?

dx - Dy,
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dsy

d™y
dxs

—— D5y .  Daha genel olarak T

Fonksiyonun kalan kisimlar1 tipk: solve komutundaki gibidir.

Bu komutun kullanim bigimleri ve agiklamalari agsagida verilmistir.

Verilen diferansiyel denklemi sembolik degisken icin ¢ozer. Eger
birden fazla sembolik degisken varsa, MATLAB kendi
dsolve(‘denklem’) varsayilanina gore birini seger.

( Bakiniz Kod 2.9a , Kod 2.9b )

Verilen diferansiyel denklemi, CI,C2,...,Cn olarak verilen
baslangic ve/veya sinir degerlere gore sembolik degisken igin
cozer. Eger birden fazla sembolik degisken varsa, MATLAB
kendi varsayilanina gore birini secer ( Bakiniz Kod 2.9¢)

dsolve(‘denklem’,”C1’, ,.. ,’Cn’)

Verilen diferansiyel denklemi, CI,C2,...,Cn olarak verilen
dsolve(‘denklem’,’C1’, ....,’Cn’,’x’)  baslangic ve/veya sinir degerlere gore ‘x’ sembolik degiskeni i¢in
¢ozer ( Bakiniz Kod 2.9d).

Yukaridaki kullanimlarda C ile gdsterilen baslangi¢/sinir degerler asagidaki 6rneklerdeki gibi verilir:

1. Denklem: Dy=y+x’ C1:y(0)=0 BD
2. Denklem: D2y+Dy+y=x"2-4 C1l: y(0)=4, C2: Dy(0)=1 BD
3. Denklem: D2y+Dy+y=x"2-4 Cl:y(0)=4 C2:y(1)=1 SD

BD: Baslangi¢-Deger
SD: Stmir-Deger

Fonksiyonun tam sonucuna ulagmak igin, eger diferansiyel denklem bir baglangi¢-deger problemi ise, en
fazla n. mertebeden turev iciren bir denklem igin, (n-1). tiirevden baslayarak geriye dogru her tiirev i¢in bir
baslangic degeri verilmelidir. Ornegin, yukaridaki ikinci 6rnekte, en yiiksek tiirev mertebesi 2 oldugundan, 1.
tirev i¢in bir baslangic degeri ve fonksiyon icin de bir baglangic degeri verilmistir. Eger diferansiyel
denklem bir sinir deger problemi ise, en fazla n. dereceden tiirev igiren bir denklem i¢in n tane sinir degeri
yazmak gerekir. 3. 6rnekte, 2. mertebeden bir diferansiyel denklem igin iki sinir-deger tanimlanmustir.

Kod 2.9a da dnce sembolik degiskenler tanimlanmig ve dsolve komutu ile diferansiyel denklem ¢oziilmiistiir.

>>syms Xy

>> y=dsolve('Dy+y=x"2-2*x-1")
y =

xA2-2*x-1+exp(-t)*C1

Kod 2.9a

Komut i¢inde bir baslangi¢ deger tanimlanmadigindan, sonugta C1 diye bir bilinmeyen sabit vardir.
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Kod 2.9b’de denklemde z isimli ikinci bir degisken vardir. MATLAB, X degiskenini secerek, denklemi x igin
¢Ozmiistiir

>> dsolve('Dy+y=x"2-2%z-1')
ans =
x"2-2*z-1+exp(-t)*C1

Kod 2.9b

Kod 2.9¢’de o6nce, denklemdeki en biiyiik tiirev ikinci mertebeden oldugu igin 2 adet baslangi¢ degeri
verilmistir (baglangig-deger problemi).

Eger bir tane verilseydi, sonug yine C bilinmeyenleri igerirdi. ikinci boliimde ise fonksiyonun sinir degerleri
verilmigtir (sinir deger problemi). Denklemdeki en biiyiik tiirev ikinci mertebeden oldugu i¢in 2 adet sinir
degeri verilmistir.

Kod 2.9d’de ise, verilen denklem higbir sembolik degisken igermemektedir. Eger en sonuna ‘x’ icin
denklemi ¢6zmeseydik, MATLAB kendi varsayilana gore ¢ozecekti. MATLAB 2010 i¢in bu degisken ‘¢’
dir.

>> dsolve('D2y=cos(2*x)-y','y(0)=1",'Dy(0)=0'")

ans =

cos(t)*(1-cos(2*x))+cos(2*x)

>> dsolve('D2y=cos(2*x)-y','y(0)=0",'y(1)=1")

ans =

sin(t)*(1+cos(2*x)*cos(1)-cos(2*x))/sin(1)-
cos(t)*cos(2*x)+cos(2*x)

Kod 2.9¢

>> dsolve('D3u=u','u(0)=1','Du(0)=-1','D2u(0)=0",'x")
ans =
-1/3*37(1/2)*exp(-1/2*x)*sin(1/2*37(1/2)*x)+
exp(-1/2*x)*cos(1/2*37(1/2)*x)

Kod 2.9d

Ornek 2.24  dsolve komutunun Newton soguma yasasina uygulanmasi

Bir cismin sicaklik degisimi asagida verilen denklemle modellenebilir:

% =-02(T-T,) (Newton ‘nun soguma yasasi)
T= Sicaklik (°C), To= Ortamun (cevrenin) sicakligi, (°C) , t=zaman (dakika)

Buna gore, sicakligi 30°C olan bir metal kiire, 90°C olan bir suyun igine konulursa, ka¢ dakika sonra metalin
sicakligi 70 °C olur? (Suyun sicakliginin hep 90 °C’ de kaldig1 kabul edilmektedir).

GOzim:

Sicaklik degisimi igin diferansiyel denklem ¢oziiliirse T=T(t) gibi zamana bagli bir sicaklik denklemi elde
edilir. Burada, bu fonksiyonun degeri icin:
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T(t)=70

almarak, sicakligin 70 olabilmesi i¢in ne kadar zaman gegmesi gerektigi bulunabilir. Bunlar, Kod 2.10° de
verilmigtir.

1. Verilen diferansiyel denklem dsolve komutu kullanilarak sembolik olarak ¢oziillmiistiir.
2. Elde edilen denklem 70’¢ esitlenerek solve komutu ile ¢6ziilmiistiir. Elde edilen sonug:
t=5In3"diir.

double komutu kullanilarak bu deger bir ondalik sayiya donistiiriilmiistiir. Béylece kiirenin sicakligi,
t=5.4931 dakika sonra 70 °C olur.

>> dsolve('DT=-0.2*(T-90)','T(0)=30",'t")
ans =
90-60*exp(-1/5*t)
>> solve('90-60*exp(-1/5*t)=70",'t")
ans =
5*log(3)
>> double(5*log(3))
ans =

5.4931

Kod 2.10

2.9 Niimerik (Sayisal) Islemler

Burada MATLAB’in niimerik islemlerde nasil kullanilacagi kisaca anlatilacaktir. Sayisal integral
islemlerinden diferansiyel denklemlere, tiirev almadan kok bulma islemlerine kadar pek ¢ok alanda
kullanilan MATLAB, giiniimiiziin en yaygin matematiksel hazir paket programidir. MATLAB’ de hazir
olarak bulunan pek c¢ok matematiksel komutun yani sira, kullanicilar tarafindan gelistirilen ve Ozel
problemlerin ¢6ziimiinde kullanilabilecek pek ¢ok fonksiyon da bulunabilir. Fakat, bazi islemlerin
¢Oziimiinde (6rnegin, integral hesaplarinda) yaklasik yontemler kullanilacagindan, ¢6ziim analitik ¢6ziim ile
tam olarak ayni olmayabilir. Tam sonug istenen problemler i¢in, miimkiinse, sembolik matematiksel islemler
kullanilmalidir.

2.9.1 Matematiksel Islemler

2.9.1.1 Kok Bulma

Fen ve miihendislik hesaplamalarinda ¢ogu kez verilen bir ifadeyi sifir yapan degeri, yani kokinl bulmaya
gerek vardir. Eger fonksiyon 1. veya 2. dereceden ise analitik olarak koklerini bulabiliriz. Fakat 2.
dereceden fazla veya transandantal bir ifade ise analitik olarak kokiinii bulmak hemen hemen imkansizdir.
Bu tip ifadelerin kokleri niimerik yontemle yaklasik olarak bulunabilir. Ileride niimerik olarak kok bulma
yontemleri ele alinacaktir. Simdilik, MATLAB ile kokleri bulma yollarini kisaca inceleyecegiz.

fzero komutu
Tek denklem ¢oziimil i¢in kullanilir. C6ziim (kdk), verilen bir baglangic degeri etrafinda aranir.

fzero icin f = 0 seklinde olmalidir
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Genel formdl
fzero (‘f, xo)

seklindedir. Burada f verilen denklemi, Xo ise kokiin bulunacagi civardir. f lineer veya nonlineer olabilir.

Ornek 2.25  fzero komutuyla kok bulma

5x3 — 2x? — x +5 = 0’ denkleminin xo = 2 civarindaki kokii nedir?
GOzim:

f=°5*x"3 -2*x"2-x+5’

fzero (f, 2) = - 0.9412

2.9.1.2 Niimerik Integrasyon

Alan ve hacim hesaplar1 gibi problemleri sonsuz kii¢lik parcalara ayirip daha sonra bu parcalar: bir araya
getirip toplama islemine integral alma denir. Belli bir aralik i¢in yapilan integral alma islemine de belirli
integral alma denir. Burada sadece belirli integraller i¢in yaklasik hesap yontemleri anlatilacaktir.

Tirnak i¢inde wverilen f fonksiyonunun [a,b]

araligindaki integralini Simpson Yontemi ile

hesaplar. Integral sonucu inf ifadesi gosterirse,
quad(‘f’,a,b) egride tekillik oldugu diisiiniiliir.

[Tekillik: Cok kiigiik deger degisimleri i¢in bile

fonksiyon sonucunun ¢ok fazla degistigi durumlar
] (Kod 2.11).

Ornek 2.26  quad komutlarinin kullanim

Asagida verilen fonksiyonu, yukarida verilen kullanimlar ile, [1,10] araligindaki integralini hesaplayalim.

xZ
f==

Cozim:
Kod 2.11°de verilmistir.

quad('x.”2./exp(x)',1,10)
ans =
1.8339
Kod 2.11

2.9.1.3 Diferansiyel Denklemlerin Numerik C6zUmu

Fonksiyonun kendisinin ve tlirevlerinin ayni anda bulundugu denklemlere diferansiyel denklemler
denildigini daha onceki bolimde belirtmistik. Tek bilinmeyenden olusan diferansiyel denklemlere adi
diferansiyel denklemler(ODE) denir. iki veya daha fazla bilinmeyenlerin olusturdugu diferansiyel
denklemlere, kismi diferansiyel denklemler (Partial Differantial Equations, PDE) denir. Bu boliimde
sadece adi diferansiyel denklemler igin ode45 ile ¢bziimler gosterilecektir.
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Adi Diferansiyel Denklemler — Baslangi¢c-Degerli Sistemler (DE with initial conditions)
Tek Degiskenli Adi Diferansiyel Denklemlerin MATLAB Komutlar ile Coziimii

Bunu bir 6rnek ile agiklayalim.

Ornek 2.27  Bir diferansiyel denklemin ode45 ile ¢6ziimii

Verilen
dy _ 2 _ _
= +x 1 y(0)=0

diferansiyel denklemini MATLAB komutlari ile ¢6ziiniiz.
Cozim:

Problemin MATLAB ¢oziimii (Kod 2.12) ve agiklamalar1 asagida verilmistir.

1. Oncelikle ode komutunda kullanilacak olan diferansiyel denklem fonksiyonu tanimlanmustir.

2. Daha sonra ode45 komutu kullanilarak diferansiyel denklem sayisal olarak ¢ozilmiistiir. Burada
fonksiyon adinin oniine @ simgesi (kulp) eklenmistir. Bunun yerine fonksiyon adi tirnak iginde de

yazilabilirdi.

3. Sonuglar s degiskenine atanmustir. Her ne kadar denklem fonksiyonunda t ve z degiskenleri kullanilmig
olsa da, ode45 fonksiyonunun sonucu X ve y degiskenlerine x’in aralik degerlerine ulasmak i¢in ‘s.x’ ve
dizinin son elemanina ulasmak igin ise ‘(end)’ eklenmistir. Sonug degerlerine ulasmak i¢in ise ayn1 sekilde

‘s.y(end)’ kullanilmigtir.

fonksiyon 1.m dosyasi

function s=fn1(t,z)

s=z+t"2-1;
end
MATLAB kodlari
>> s=ode 45(@fn1,[0,10],[0]);
>> s.x(end)
ans =

10
>> s.y(end)
ans =

2.1799e+004
Kod 2.12
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Bulunan sonug,
y=21799
Bu deger, gercek sonug olan y=21905 sonucuna oldukg¢a yakindir.

Ozet

Bu kisimda, MATLAB ile yapilabilecek matematiksel hesaplamalar (lineer denklem sistemleri, polinomlar,
grafik cizimleri, programlama, sembolik ve nimerik hesaplamalar, diferansiyel denklemler, integrasyon,
limit gibi) 6rneklerle ele alinmis ve ¢ok sayida ¢oziilecek problemler de bu boliimiin sonunda verilmistir.

PROBLEMLER

1) Verilen lineer denklem sistemlerini MATLAB komutlari ile ¢oziiniiz.

a.) 8X1 + 2x2 - Z.X3 = '2 b) 2x1 - 6x2 - x3 = _38
10x; + 2x, + 4x3 = 4 —3x; — X+ Txz = —34
12x, + 2x, + 2x3 = 6 —8x1 + x; — 2x3 = =20

2) Verilen bir elektrik devresi i¢in agsagida verilen denklemler yazilmistir.
551; — 251, = -200
—371; — 4I, = —250
—251; — 413 + 291, = 100
Buna gore 14, I, I3 akim degerlerini bulunuz.
3) Dimdiiz yere atilan bir topun, s(t) = %gt2 + vot + hy denklemini kullanarak, verilen hiz ve
yiikseklik degerinde yere ne zaman carpacagini bulunuz.

s= nesnenin zamana bagli konumu (0 zemin seviyesini gostermektedir. Pozitif yiiksekligin nesnenin yiiksek
bir platformdan atildigin1 gdsterdigini unutmayiniz.)

g= yercekimi ivmesi (9.8 m?/sn aliniz)
Vo= baslangic hiz1 (m/sn)
ho=baslangi¢ yiiksekligi (m)

4) P(x)=5x3+21x%-x+10 polinomunun  x=[-3 2 4 7] i¢in polyval komutu kullanarak degerlerini
hesaplaymiz..

A+ 3¢ +3x” +20x +9 olinomlarinin bolimiini bulunuz
3x* —6x° —13x* +5x—16 p )

5) P(x)=

1 1 1 . e re o e
6) P(X)=x-2-——+———— polinomunu iki polinomun bélimu olarak gdsteriniz.
x+4 x-1 x+3

7). P(x) =8x° +4x” —5x* +18x+67 ise bu polinomun koklerini bulunuz.
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8) P(X)=x*+13x*+5x+7 Ve P(x)=x*+13x*+5x+7 polinomlarinin ¢arpimmi conv komutu
kullanarak bulunuz.

9) a=[0 59 10 17 3] ve b=[0 4 10 22 9 7] ile tanimlanan 5. Dereceden iki polinomun katsayisi
verilmistir. Her iki polinomun x=5 degerini polyval ile hesaplayiniz.

10) P(x) =4x* +13x° +2X* +4x+2 , G(x) =4x* +13x> +2x* +4x+2

a) Verilen P(x) ve G(x) polinomlarinin koklerini bulunuz.

b) G(x) polinomunun P(x) polinomuna béltimind bulunuz.

¢) Polinomlarin ¢arpimini bulunuz.

y

11) Tabloda belirlenen x degerlerine karsilik gelen y degerleri verilmistir. X bagimsiz degisken, y
bagimli degiskendir. Verilere gore 3.dereceden bu polinomun en kigik kareler metodu ile (LSM)
regresyon egrisini bulunuz ve X=3 degeri i¢in polinom degerini bulunuz.

01 2 45
1 2 4 16 25

12) (1,3), (2,4), (5,2), (7,8), (9,2), (10,8) noktalarindan gegen polinomu lineer interpolasyon yardimi
ile bulunuz ve x=1.5 noktasindaki degeri hesaplayiniz.

13) (1,3), (2,4), (5,2), (7,8), (9,2), (10,8) noktalarindan gegen cubic polinomu interpolasyon yardimi
ile bulunuz ve x=2.5 noktasindaki degerini hesaplayiniz.

14) (1,3), (2,4), (5,2), (7,-8), (9,2), (10,8) noktalarina uyan en iyi polinomu belirleyiniz ve x=4.5
noktasi i¢in y degerini hesaplayimniz.

15) (0,0),(x/3,1), (sr,0) noktalarindan gecen ikinci derece denklemi polyfit komutu kullanarak
bulunuz.

16) -3x%+4x-21 egrisinin integralini int fonksiyonu ile bulunuz.

17) x’ in 0<x<10 araligindaki degerleri i¢in P(x)=x?egrisinin altinda kalan alani bulunuz.

18) Asagida verilen integrallerin sonuglarini hesaplayiniz.

a) [, (1—e *)dx

b) f_42(1 —x — 4x3 4+ 2x5)dx

c) f_53(4x —3)3dx
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d) f§/2(6 + 3cosx)dx
e) f_42(1 —x — 4x3 4+ 2x5)dx
n 2(x+2)d
) (x Z) X
3,2,x
9 J, x*e*dx

19) Diisen bir cisim i¢in yukar1 dogru olusan tepki kuvvetinin cismin hizinin karekokii ile dogru
orantili oldugunu farz edin. Bu durumda hiz su sekilde hesaplanabilir:

’ m c
v(t) = g—tanh( ﬁt>
Cda n

Burada, c; = ikinci dereceden siiriiklenme katsayisi. Eger v(0)=0, g=9.8 m/s?, m=68.1 kg ve c; =0.25 kg/m
oldugu kabul edilirse cismin 10 saniyede ne kadar diisecegini analitik olarak hesaplayiniz.

20) W = [pdV integralini goz 6niine alalim. Burada W is, p basing ve V hacmi gostermektedir.
MATLAB kullanarak asagida verilen veriler i¢in yapilan isi hesaplayiniz.

p(kPa) ‘336,0 2944 266,4 260,8 2605 249,6 1936 1656

V(md) ‘ 0,5 2,0 3,0 4,0 6,0 8,0 10,0 11,0

21) Asagida verilen tablodaki verileri kullanarak alinan yolu

t(dk) ‘ 1 2 325 45 6 7 8 9 9,5 10
v (m/sn) | 5 6 55 7 8,5 8 6 7 7 5
hesaplayiniz.

22) ax*-e*+xsinx- e*cosx ifadesinin sembolik olarak (analitik) x ’e gore integrasyonunu bulunuz.
2) 1= 17 xe*dx belirli integral ifadesinin niimerik olarak degerini bulunuz.

24) x2sinx-e*cosx ifadesinin sembolik olarak koklerini bulunuz.

25) Asagidakilerin koklerini solve fonksiyonu ile bulunuz.

a) x5+2x3—%x2+5x=4
b) x3—-3x?2—-4x=2
) x°—-x*+x3=17
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26) Asagidaki denklem sitemlerini MATLAB fonksiyonlarini kullanarak ¢6ziiniiz

x1+4x2—x3+4x4=4 b)
xl_3x2+X3_X4=5
3X1+2xZ+4X3—X4:7

2x1_2xZ_X3+4X4:3

7x1 + 3x; + x3 =21 d)
6xy + 3x3 + 7x4 = —3
X1+ 5%, +4x, = 11
3x; +2x, +4x, =3

x1 - O.S.XZ + 0.7X3 = 1
0.7x1+x2 + 0.3x3 = 05
—x1 + 1.4x2 + 1.SX3 = 2

2.4xy + 0.5x, + 3.9x3 + 0.7x4, = 5.7
x1 + 1.2x5 + 3x3 +4x, = —9.2

2x1 —71x, +4.1x3 = 2

4.2x; —7.2x,+12x3—81=0

27) Asagidaki denklem sistemlerini MATLAB ile ¢oziiniiz.

X1+XZ+ZX3+5.X4:2 b)
3x1 + 4‘X2 + ZX3 + 4‘X4 =-5

le +9x2 + 3X3 + ZX4 =2
2x1 +x2 + 2x3 - 3x4 = _4

X1 +4x, —x3+4x, =4 d)
1.5xl_x24.5.X3 = 95
—2.5x1—1.5x2 + X3 = -7

x1 + sz - 12x3 + 8x4 = 27 f)
5x1+x2+7x3—2x4=4
_3 x1 + 7.x2 + 9x3 + 5x4_ = 11

4x; + 0.24x, — 0.08x3 — 0.16x, = 8 h)
0.09x; + 3x, — 0.15x3 — 12x, =7

0.04x; — 0.08x, + 4x3 + 0.06x, = 20
0.02x; + 0.06x, + 0.04x3 — 10x, =1

x1+xZ—ZX3:1
3X1+2xZ+4X3=2
3x1+xZ+X3:4

2x1 —3x, +x3 = -1

6x1 + 2x5 + 2x3 = —2
ZXZ + §X3 +§X4 =-3.8

x1+2x2 - ZX3 =0

2.5x1 — 4x, — 2x3—3x, = —20.29
3x1 —3x, —4.3x3 + 3x4 = 8.89
2xy —4x, —3.25x3 —x, = 4.84
X1 — 5% + 3.3x3 — 20x, = —14.01
—12x, — 8x3 + 3x, = 49

1.02x; — 0.25x, — 0.3x3 = 0.515
—0.25x; + 0.14x, + 1.21x5 = 2.78
—0.41x; — 1.13x, — 0.15x3 = 1.555

—1.05x1 + 3.96x5 + 1.15x; = —2.71
3.96x; — 1.01x, = 9.5
—3.09x; — 1.15x, + 3.96x3; = 5.98



BOLUM 3 - DENEYSEL VERILERIN FORMULE EDILMESIi

Amag
Bu bolimin bitiminde,

Proseslerdeki verilerin direkt ve indirekt 6l¢tlmesi

Lineer olmayan denklemlerin lineer olarak nasil ¢izilecegi

Ussel ve kuvvet fonksiyonlari ve onlarin semi-log ve log-log 6lgeklerindeki gizimi
En kucuk kareler metodunun temelleri ve verilen verilere denklem uydurma

konularinda yeterli bilgiye sahip olacagiz

Detayli olarak matematiksel modellemeye ge¢meden Once, dgrencilere son derece yardimci olacak bazi
kavramlar1 gbozden gegirelim. Bdylece &grencinin, laboratuvarda elde ettigi Olgiimleri nasil
degerlendirebilecegini uygulamalarla gorelim.

3.1 Proseslerde Verilerin Direkt ve indirekt Olgiilmesi

Herhangi bir, diyelim, kimyasal prosesin ilerleyisini takip edebilmek i¢in sicakhik (T), basing¢ (P),
konsantrasyon (=derisim, C), yogunluk (p), absorbans (A) vb. gibi degiskenlerden bir veya birkaci
olgiiliir. Bunlarm bazilar1 direkt olarak (T, P gibi), bazilar1 da endirekt olarak 6lgiiliir. Ornegin, bir prosesteki
konsantrasyonunu direkt olarak 6l¢mek ¢ogu zaman miimkiin degildir. Onun yerine diger bir degiskendeki,
ornegin, absorbans, konsantrasyonun bir fonksiyonu olarak ol¢ilebilir. Sonra da konsantrasyon-absorbans
arasindaki kalibrasyon egrisinden veya aralarindaki matematiksel bagintidan her absorbans icin gerekli
konsantrasyon bulunabilir.

Diyelim ki x-y arasinda asagidaki verileri 6l¢tiik (Tablo 3.1.). Burada y proses degiskeni, X ise direkt 6lcilen
miktar olsun. Acaba x ile y arasinda nasil bir iligki (bagint1) vardir?

Tablo 3.1

X 0.83 1.2 1.8 2.4 1.9 3.5
y 14.8 155 18.5 23.4 25.1 311

Burada ilk akla gelen sey X-y arasindaki iliskiyi bir Kartezyen koordinat sisteminde ¢izmektir. Eger iliski bir
dogru veriyorsa, X-y arasindaki matematiksel bagintiy1 hemen bulabiliriz (Sekil 3.1a). Eger verilerin hepsi
aynit dogru iizerinde olmayip saga-sola sapmalar gosteriyorlarsa buna da yine bir dogru uydurmak
miimkiindiir (Sekil 3.1b).. (Daha sonra en kiclUk kareler metodu kisminda béyle bir dogrunun nasil
cizildigini gorecegiz). Eger Sekil 3.1c’de oldugu gibi bir egri ¢ikmigsa o zaman bu egriye ya bir polinom
uydurmak zorundayiz yahut interpolasyon veya ekstrapolasyonla, sirasiyla, ara ve dis degerleri bulmak
miimkiindiir. Yukaridaki Tablo 3.1’de X-y arasinda verilen bilgiler MATLAB paket program ile ¢izilmis ve
Sekil 3.2°de gosterilmistir Her ne olursa olsun, bir mithendis daima, veriler egri de olsa, su veya bu sekilde
koordinatlarda bazi degisikler yaparak ¢izimi lineer bir sekle koymaya calisir. Ciinkii lineer bir dogruda
sadece iki nokta bilmemiz o olayn formiilii hakkinda gerekli tam bilgiyi verir.



42 Prof. Dr. Selahattin GULTEKIN

L
Y A y

(a) (k) (c)
Sekil 3.1 x-y arasindaki degisik iliskiler

Eger egri hala lineer duruma getirilemiyorsa o zaman iki noktali lineer interpolasyon kullanmak gerekir. x,
Ve X, birbirinden ¢ok uzak degilse, (X,,y,) Ve (X,,y,) noktalarindan gegen dogrunun denklemi

B X=X,
y=Y1+- _Xl(Y.z Y1)

2 ile verilir.

Bu denklem yardimiyla lineer interpolasyonu gergeklestirebiliriz. Ekstrapolasyonlarda ise bu denklemin
kullaniliginda gok dikkatli olmak gerekir ¢iinkii hi¢ beklenmedik yanlis sonuglar elde edebiliriz!

Tablo 3.1°deki degerler alinarak asagidaki MATLAB programiyla Sekil 3.2. ¢izilmistir
Kod3.1

x=[0.831.21.82.42.93.5];

y=[14.8 15.5 18.5 23.4 25 31];

Y=polyfit(x,y,1)

Y = 6.0512 8.6288

xx=0:0.01:4;

yy=6.05*xx+8.63;

plot(x,y,'or',xx,yy,'-"

J 'Figure 1 i
|

Fil=: Edit WView Insert Tools Desktop  Window Help
Udde | h|ARKODEL-2|0 =
0 Maoke new toolbar bukkons: data brushing & linked plats jf ﬂ', Plar »

30+t

251

20t

16t

10+

5 1
0 1 P 3 4

Sekil 3.2 Tablo 3.1°deki verilerin MATLAB ile en kiiguk kareler yontemini kullanarak ¢izilmesi
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Ornek 3.1 Lineer interpolasyon kullanimi

Degisik t zamanlarinda *'c** degerleri asagidaki sekilde 6lgiilmiistiir.

c 3.4 7.1 10.2
t 2.5 5.2 7.7

c(t=3.4) ve c(t=8) i lineer interpolsyonla bulunuz.
Cozim:
t—t, t—-25
c,—-¢)=34+——-(75-34
~t (€, ~¢) 5.2—2.5( )

2 1
¢(3.4)= 4.8 bulunur.

¢(8)’ i de siz bulunuz!

c=c, +

43

y = ax + b ifadesi bir dogru denklemini verir ve bu dogrunun egimi "'a", kesim noktasi da "'b" dir. Daha

genel olarak sunu sdyleyebiliriz: iki biiyiikliik arasindaki iligki

(miktar 1)=a; (miktar 2)+a

seklinde ise 0 zaman (miktar 1)’in (miktar 2)’ye karsi ¢iziminden bir dogru elde ederiz. Bu durum Sekil

3.3’te gosterilmistir.

miktar 1

do

miktar 2

Sekil 3.3 (Miktar 1)’in (miktar 2)’ye karsi ¢izimi

Ornegin y=aX2+b seklinde bir ifadeyi y-X2 arasinda ¢izersek Sekil 3.4’de goriildiigii gibi bir dogru elde

ederiz.
Yy
egima
}b
)(2
Sekil 3.4 Lineer olmayan bir ifadeyi lineer halde ¢izmek
Ornek 3.2 Lineer olmayan ifadelerin lineer halde ¢izilmesi

Lineer olmayan bazi ifadelerin, diiz dogru elde etmek i¢in nasil ¢izilmesi gerektigi asagida verilmistir.
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1. y’=ax*+b  ise y® — x> ¢izimi bir dogru verir
a : i .
2.y=—+ b Ise Y ——5 ¢izimi bir dogru verir
X X
1 . 1 PO .
3. —=a(x+6)+b ise —=—(Xx+6) cizimi bir dogru verir
y y
4. cosy=a(x’*+5) ise cosy—(x*+5) ¢izimi bir dogru verir ve orijinden geger.
kl 1 k3 k2 .. 1 s s 1. <. k3
= —— = - =—=C+ —=; Bdylece — — C arasindaki iligkiden egim=—=,
k, +ksc r kg k, r Ky

k
kesim noktasi= —2 olur
1

6.y=1+(mx*+ I’l)]/2 ise  (y—1)> —x’ arasindaki iliskiden m=egim, n=kesim noktas1 olur.
Durumu 6zetleyecek olursak:

@) =a19(x) + ag

formunda verilen bir ifadede f(y), g(x)’ e kars1 ¢izilerek lineerlik elde edilebilir. Burada egim “a;” ve kesim
noktast “ag”dir.

a, = fz — fl ,

9.-0,
Bu gibi denklemleri, alacaliginiz derslerin laboratuvar c¢alismalarindaki deneylerde kullanma imkdnin
bulacaksiniz.

a, = f,—a0, veyaa,="f,—a, g, ifadesiyle verilir.

Ornek 3.3 Verilere bir dogru uydurmak
Debi ile debimetre okumasi arasindaki kalibrasyonda asagidaki dl¢timler alinmistir [30].

Debi, V (L/dk)  Debimetre okumasi (R)

34.8 10
64.8 20
154.8 50
214.8 70
274.8 90

a) V-R kalibrasyon egrisini ¢iziniz.
b)Debimetre okumasi (R) 58 ise debi nedir?
Cozim:

Once V ile R arasindaki iliski V-R diizleminde gizilirse Sekil 3.5’de goriildiigii gibi bir durumla karsilasilir
(Sadece noktalara dikkat ediniz). Dogrusal grafik ise MATLAB ile en kii¢iik kareler metodu kullanilarak
¢izilmistir
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a) Gorildigi gibi V-R arasinda hemen hemen lineer bir iligki vardir. Buna gére en uygun dogru
MATLARB ile cizildikten sonra, denklem
V=3.24R-0.68
olarak bulunur.
V(58)=3.24 (58)-0.68=187.2 L/dk olarak bulunur.

X
File Edit WView Insert Tools Desktop Window Help
Ddde | RRODEA- S 7

a Moke new toolbar butkons: data brushing % linked plots ﬁf %

300 ¢

200t

100 ¢

0

-100 : : : :
0 20 40 60 80 100

Sekil 3.5 Debi ile debimetre arasindaki baginti

Asagidaki soruyu cevaplayniz.

Sekil 3.6 (a), (b) ve (c) de x-y iliskisi gosterilmistir. Lineer interpolasyon kullanildiginda hangisinde dogru
deger, daha diisiik deger ve daha yiksek deger bulunur? A¢iklaymiz.

Y Y Y

(a) (b) (c)

Sekil 3.6 Lineer interpolasyonun kullanilmasinda ne gibi hatalara diisiilecegini gosteren grafikler

Daha o6nce de belirttigimiz gibi bir mithendis daima, su veya bu sekilde, degiskenler arasinda lineer bir

bagintt kurmaya caligir. Lineer degilse, o zaman onu g¢esitli koordinatlarda lineer bir halde ¢izmeye
calismalidir.

Asagidaki denklemlere bir goz atalim:
y=5x+8 lineer

y=a(x*-2)+b

non-lineer
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y =sin(zx)/Vx

Gerek lineer, gerekse non-lineer bir esitlik verildigi zaman bagimsiz degisken "X''in her degeri i¢in bagimli
degisken "'y"'yi hesap edebiliriz. Ama bunun tersi her zaman o kadar kolay olmayabilir ('y verilince x’i

hesaplamak gibi! ).

non-lineer

Diyelim ki Sekil 3.6.a’da goriildiigii gibi her X i¢in y lineer bir dogru iizerinde olsun. O zaman

y=a, X+a, esitliginden @ = % vea,=Yy,—a X Veya Yy, —a; X, den de kesim noktasin
27 M

bulabiliriz. " a," ve "a," bulunduktan sonra artik matematiksel esitligimiz elimizde olup istedigimiz sekilde

kullanabiliriz.

Ornek 3.4 Lineer olmayan bir baginty lineer halde ¢izmek

Bir orifizdeki hacimsel debi V(mL/sn) ile sicaklik T(°C) arasinda asagidaki 6lgtimler yapilmistir [30].

\% 14.8 20.1 31.2 60.4

hacimsel debi ""V"nin, "T" nin karekoki ile degistigine inanilmaktadir. Yani
V=aT’*+b
seklindedir. Buna gore V ile T arasindaki tam bagintiy1 bulunuz.

Bunun i¢in agagidaki tabloyu hazirlamamiz gerekir:

T(°C) 15 25 45 75
TV 3.87 5.00 6.71 8.66
V(mL/sn) | 14.76 20.14 27.73 38.47

V" degeri, TYV2 ye kars1 ¢izilir.

Bu ¢izim, MATLAB yardimiyla asagidaki program kullanilarak ¢izilmis ve denklem
V=4.913T®? -0.450 olarak bulunmustur.

Lineerlige uygunlugu da grafikte acik¢a goriilmektedir.
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Kod 3.2 Ornek 3.4 igin

Ti=[3.87 5.00 £.71 8.8£8]:

V=[ 14.7& Z0.14 27.73 38.47]:
P=polyfic (T1,V,1)

% V=4.,8913*T"({1/2)-0.450
TTi=1:.1:10;

Vi=polyval (P, TT1):

ploc (T1,V,'or!' , TT1, WV, '=")

-} 'Figure s FHW

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
3 G =
_J = h; = % % % Sﬁ ﬁf M ?

a Moke new toolbar butkons: data brushing & linkec x

40+

20¢

U 1 1 1 1
0 2 4 B i 10

vir

Sekil 3.7 -Ornek 3.4’¢ ait grafik

Burada goriildigii gibi V ile T12 arasinda yaklasik olarak bir lineerlik vardir.

3.2 Ustel ve Kuvvet Fonksiyonlar

Miihendislikte sik sik karsimiza ¢ikip da lineer olmayan iki tip fonksiyon vardir. Bunlar istel
(eksponansiyel=exponential) ve kuvvet (power-law) fonksiyonlaridir. Burada logaritmanin, {issel
fonksiyonun tersi oldugunu unutmamak gerekir. Bir hatirlatma i¢in, 6rnegin,

P=exp(Q)—>InP=Q
In(a*b)=Ina+Inb,veln(a/b)=Ina-Inb dir.
Adi logaritma (10 tabanina gore) ile tabii logaritma arasinda
In x=2.3 logyg X

bagintis1 gecerlidir.

Eger Y=ax® ise, Iny=In a+b In X olur. Boylece In y —In X ¢izimi bir dogru verir, bu
dogrunun egimi "'b", kesim noktast da "In a" dir. Bu tip bir fonksiyonu cizmek igin log-log eksenleri
kullanilmalidir.
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Soru

x345

Sekil 3.8

y ile x arasindaki iliski Sekil 3.8 deki gibi ise y- X bagintisin1 bulunuz (orijinden gegiyor).

3.2.1 Logaritmik Koordinatlar

Gerek Ustel, gerekse kuvvet fonksiyonlarinda bir dogru elde etmek i¢in her iki tarafin logaritmasi alinir.
Ustel fonksiyonlarda sol taraf logaritmik olur, kuvvet fonksiyonlarinda ise her iki taraf logaritmik olur.
Bunlan Kartezyen koordinat sisteminde ¢izmek i¢in verilen degerlerin logaritmalarin1 almak gerekir. Baz:
hallerde bu logaritma alma islemi, ¢izimden daha ¢ok zaman almaktadir. Bu nedenle, semi-log veya log-log
denilen 6lgekler tiiretilmistir. Koordinat sistemleri logaritmik olarak hazirlandigindan, biz dogrudan sayinin
logaritmasi yerine kendisini koyar ve ¢izimi ona gore yapariz. Bunu bir 6rnekle agiklayalim:

—aePX _
y=ae ise Iny=Ina+bx

Burada Iny (veyalogy) ‘yi, X’ e kars1 bir semi-log grafiginde ¢izmege ¢alisalim,

logy
y logy .
10000 4 Y2 semi-log

1000 3 Vi
100 2
10 1

T2 3 4 5 x X1 X2 X
a b
Sekil 3.9

Bdylece "log y" ye paralel bir eksen ¢izip onun da iizerine tam karsiligi olan y degerlerini yazalim (Sekil
3.9a). Simdi y-ekseni logaritmik olup, eger biz "y" nin degerini oldugu gibi ordinata koyarsak adeta
logaritmasini almis gibi oluyoruz. Yukaridaki 6rnekte (Sekil 3.9 b) koordinat sistemi bir semi-log 6rnegidir,
clinki apsis bu durumda lineerdir.

Eger bir kuvvet fonksiyonu varsa (Y = a XIO gibi) ve bunu lineer halde ¢izmek istersek, o zaman

Iny=Ina+b In x elde ederiz.

In yile In X arasindaki iliski lineer olup, egim “b”, kesim noktasi da “In a” olacaktir. Bu durumda
hazirlanan grafik kagidinda hem ordinat hem de apsis logaritmik olgekte olup, bu grafige log-log grafigi
denilir. Gerek semi-log, gerekse log-log ¢izimlerde egimler asagidaki sekilde bulunur.

y=ebXx

seklinde bir fonksiyonda
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In y=In a+ bx
Iny, —In .
p=Y2 Yy =egim,
X, =X

Ina=Iny,-bx, veya Ina=Iny,-bx, _ . .

y=a Xb formundaki bir fonksiyon da Sekil 3.10” da goriildiigii gibi ¢izilir.

log y/
Y2

Yi

X1 X2 log
Sekil 3.10 log-log grafigi
burada,

p_INya=iny, _In(y:/y,) _loglya /va) o
Inx, —Inx,  In(x, /%) log(x, /x,)

Ina=Iny, —blnx, veya
=Iny,-binx, — kesim noktast

Bu  kurallara ¢ok dikkat etmek gerekir, ciinkii ogrenciler bunlari lineer koordinat sistemleriyle
karigtirmaktadirlar! Dolayistyla beklenmedik yanlis sonuglar elde edebilirler.

Ornek 11.5  Verileri semi-log ve log-log grafiginde cizerek onlara denklem wydurmak [30]
F, t ‘ye karsi ¢izildiginde (t1=15, F1=0.298) ve (to=30, F»=0.0527)

a) semi-log grafik Uzerinde

b) log-log grafik tizerinde lineer bir iligki elde edilmektedir.

Buna gore her iki durum icin F ile t arasindaki bagintiy1 bulunuz.

Cozim:

a) Semi-log icin F = aeP! seklinde olmast gerekirveya In F =In a+bt 'dir.
b In(F,/F) _ In(0.0527/ 0.298)
t,—t, 30-15
Ina=InF, —bt =In(0.298)+(0.1155)15) = 0.5218 = a = 1.685

=-0.1155

Buna gére F = 1.685e~ %1155t iligkisi vardir.
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b) log-log igin:

F=at® veyaln F=In a+b Int

_In(F,/F,) _ In(0.0527/0.298) _

CIn(t,/t,)  In(30/15)
Ina=InF, -blnt, =In(0.298)+2.5In(15)=5.559 — a = 260

-2.50

Boylece F = 260t25% olur.

MATLAB’de semi-log ve log-log skalalar1 zaten vardir ve gerek kuvvet, gerekse tistel bagintilarin kolayca
cizilebilecegi daha dnce gorilmiistii.

3.3 Daginik Verilere Dogru Uydurma

Genellikle laboratuvarlarda veya diger yerlerde yapilan Ol¢iimlerde bagimsiz olarak Olgiilen degiskenle
bagimli degisken arasindaki iliski herhangi bir koordinat sisteminde ¢izildiginde ya bir dogru (veya dogruya
yakin), ya da bir egri verir. Dogrusal goziiken veriler bile ayn1 dogru iizerinde olmayabilir, baz1 sapmalar
gosterir. Sekil 3.11 de goriildiigii gibi biitiin veri noktalar1 ayni1 dogru {izerine diismemektedir. Ama genel
trend (egilim) iliskinin bir dogru ile ifade edilebilecegini gdsteriyor!

Iste boyle daginik verilere uyan en uygun dogruyu ancak en kiiguk kareler yontemiyle ¢izmek mumkindiir.
Bu yontemi, asagida drneklerle gorecegiz.

Yy

X

Sekil 3.11 Daginik verilere bir dogru uydurmak

3.3.1 En Kiguk Kareler Yontemi (The Least Squares Method)

Bu istatistiksel yontemde amag, daginik olan veri noktalarini temsil eden en uygun dogruyu cizmektir
[20,30,39]. Sekil 3.12’yi dikkate alalim:

]
y ds
Y1 d d;
axi+b
X1 X2 X3 X

Sekil 3.12 En kiiguk kareler yénteminin uygulanma prensibi
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Sadece 3 veri noktasi (koyu siyah noktalar) verilmis olsun. Biz, bu noktalar1 temsil eden dogruyu g6z karari
da cizebilirdik, fakat bunun bilimsel hig¢ bir anlami olamaz. Ciinkii 100 kisiye verseniz 100’ de farkli birer
dogru ¢izer, gdziine ne kestirmisse!

Eger dogrunun denklemi y=a;x; + aq ise her ol¢llen x; i¢in bir yj bulunmus olur. "y" nin ¢izilen dogru
tizerindeki degeri a,x; + ag olacaktir. Boylece sapma, gergek veri degerinden (dj) kadar uzakta olacaktir
(burada i=1, 2, 3,...). Buna gore sapma dj= (aiXj+ao)- yj kadardir. Burada dj pozitif veya negatif olabilir.
Burada amag, "dj" leri minimuma indirgemektir. Diyelim ki "'n"* tane noktamiz var: (X1, Y1), (X2,¥2), ...(Xj,
Vi) (Xp, Yp)- Bu durumda "n" tane dj olacaktir. En uygun dogru, "'dj" lerin karelerinin toplamim

minimuma indirgeyen dogrudur. Bu sekilde en uygun dogrunun "a;" ve "ag" degerlerini bulabiliriz.
Soyle ki

D(ay,a,)=>.d7 =>(a,x +a,-y;)
i=l

i=1

olsun. Bu ifadenin minimumunu bulmak i¢in yukaridaki ®(ao,a1) fonksiyonunun hem "a,"* ve hem de "a," a
gore kismi tiirevleri alinip sifira esitlenir. Elde edilen iki denklem, "a:" ve "ao" igin ¢ozllirse, o zaman "a;"
ve "ag" i¢in en uygun degerleri, bagka bir deyimle biitiin veri noktalarini temsil eden en uygun dogrunun
denklemi bulunmus olur.

En kiiclik kareler yonteminde 6l¢iim degerleri olan y; ile islemler sonucunda elde edilecek olan fonksiyon
degerleri arasindaki farkin minimum olmasi aranir. Ancak “-* ve “+” farklar birbirlerini sans eseri de olsa
gotiireceginden farklarin toplaminin ¢ok kiigiik olmasi dogru ile verilerin hemen hemen {ist iiste gakistigt
anlamina gelmez. Boyle bir yanilgidan kurtulmak icin farlarin karelerinin foplaminin minimum yapilmasi
gerekir. Bu nedenle y; ile f(x;) degerleri arasindaki farklarin karelerinin toplami alinir.

En kiigiik kareler yonteminde 6l¢iim degerleri olan y; ile islemler sonucunda elde edilecek olan fonksiyon
degerleri arasindaki farkin minimum olmasi i¢in 6nce y; ile f(x;) degerleri arasindaki farklarin toplaminin
karesi alinir.

4

[f(x) —yi* = Z[ao +agx; — yil?
=1 i=1

i

Burada elde edilecek olan farklarin karelerinin toplaminin a, ve a; katsayilarina gore minimum olmasi
gerekir. Bundan dolay1 yukarida elde edilen esitligin a, ve a, katsayilarina gére kismi tiirevleri alinarak
sifira esitlenirse

dY lag + a;x; — y;]?

n
2 i—yi]=0
dao [aO + a x; yl]

i=1

dYqlap + aix; — y;]?
da1

n
= 2z:[ao +ax; — y;]x; =0 olur.

Yukaridaki denklemler biraz diizenlenirse,

elde edilir. Ortaya ¢ikan bu iki bilinmeyenli iki lineer denklem, matris ve vektor formunda yazilirsa



52 Prof. Dr. Selahattin GULTEKIN

olur.

Bundan sonra yapilmasi gereken, bu denklem takimindan bilinmeyen a, ve a; katsayilarimi bulmaktir.
Katsayilar1 bulma islemi Cramer yontemi, ya da ek-matris veya Gauss eleme ydntemlerinden birinin
kullanildig1 ve yahut da matrisin tersini almak yoluyla gerceklestirilerek yukaridaki esitlik asagidaki gibi de

yazilabilir.
[ " RS
I n xi I Z Vi
[ao 1:1

> Z Z o

Eger beklenen fonksiyon ikinci dereceden bir fonksiyon olsaydi bu durumda fonksiyonun karsiligi;

f(x) = ag + a;x + azx?

seklinde tanimlanmig olurdu. Bu durumda katsayilar1 temsil eden degerlerin sayisi 3’e ¢ikacak ve bunun
sonucu olarak da en kicuk kareler yonteminde kullanilacak olan matrislerin satir sayisi iige ¢ikmus olacaktir.
Bu durum asagida gorllmektedir.

n

n . - n .
2
no Q) PX?
i=1 i=1 i=1
n n n ao n
2 3 _
2 2t ) ablx|m|=| ) xo
i=1 i=1 i=1 a; i=1
n n n n
2 3 4 2
Xi Xi in in Yi
Li=1 i=1 i=1 Li=1 .

Eger fonksiyonun karsiligi daha genel bir hale getirilerek n’inci dereceden bir polinom olarak
tanimlanacaksa asagida verilen esitlik kullanilmalidir.

n n n - n
nooQwmo QA e )ar 2.
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
2 3 m+1
i=1 i=1 i=1 i=1 a i=1
n n n n xlay|=
2 3 4 m+2 :
n n n Am
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n ' n ) n ) n ' n
m+1 m+2 2m
i=1 i=1 i=1 i=1 - i=1
~— —— /H_J \ )
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Bu durumda vektor-matris operasyonundan a = A~! x b olur ve a vektori (aga; - a,,) kolayca
bulunabilir.

MATLAB’de egri uydurma islemi polyfit komutu kullanilarak gergeklestirilir. Bu komutun kullanimina ait
form asagida goriilmektedir.

polyfit(x, y, n)
ﬂ Polinom derecesi
y sltun vektori

X sutun vektori

Bu komutun kullanimi ile elde edilen sonucun dogrulugu fonksiyonu tamimlayacak olan polinomun
derecesine baghdir. Eger bu deger n=1 olarak segilecek olursa elde edilecek polinoma ait ifade lineer olacak
demektir. Buna gore n=2 oldugunda ise kuadratik bir form elde edilecek demektir. polyfit’in kullanimina ait
ornek bir uygulama ile asagida goériilmektedir.

Tablo 3.2°de x ve y degerlerinin degisimi
X 1 4 9 13 21

y 2 13 22 28 43

Oncelikle yukarida verilen tabloda yer alan degerlere gore ortaya cikacak egrinin birinci dereceden
polinoma gore elde edilisini gerceklestirelim. Bunun i¢in gerekli olan 6rnek MATLAB programi ve elde
edilen sonuglar1 karsilastirmali olarak asagida goriilmektedir.

Goriildigii gibi burada elde edilen ikinci dereceden polinom sonucu biraz daha dogrudan ziyade
parabolleserek daha dogru sonu¢ vermektedir. Bu islem, sahip olunan veri uzunlugu n ile tanimlandiginda
egri uydurmada kullanilabilecek olan polinom formun maksimum derecesi n-1 oluncaya kadar arttirilabilir.
Yukarida verilen ornek i¢in n degeri 5 olduguna gore eger, uydurmada kullanilabilecek olan polinomun
maksimum derecesi 4 olacaktir. Buna ait 6rnek MATLAB programi ve uygulama sonucu asagida
gorulmektedir:

Kod 3.3
% verilere dogru denklemi uydurma n=1
x=[1 4 9 13 21];
y=[2 13 22 28 43];
P=polyfit(x,y,1) % birinci dereceden polinom
f=poly2str(P,'x")
x2=linspace(x(1),x(end));
for k=1:length(x2)
y2(K)=polyval(P,x2(k));
end
plot(x,y,'0',x2,y2,'-") % sonug
P=1.9506 2.8738 9% dogru denkleminin katsayilar1
£=1.9506 x +2.8738 % dogru denklemi
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Ilgili grafik Sekil 3.13’te verilmistir.

45

40 1

351 b

30 T

25¢ b

20+ b

15 T

101 b

X

Sekil 3.13

Kod 3.4
Ikinci derece polinom igin gerekli program ve ilgili grafik (Sekil 3.14) asagidadur:
% verilere kuadratik denklem uydurma, n=2
x=[1 4 9 13 21];
y=[2 13 22 28 43];
P=polyfit(x,y,2) % ikinci dereceden polinom
f=poly2str(P,'x")
x2=linspace(x(1),x(end));
for k=1:length(x2)

y2(k)=polyval(P,x2(k));
end
plot(x,y,'0',x2,y2,-")
Sonug
P=-0.0268 25416 0.9924
f=-0.02678 x"2 + 2.5416 x + 0.99239

ikinci derece polinom igin grafik ise agsagidadir.
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kuadratik

45

40¢ 1

351 T

301 T

251 b

201 7

15 1

101 b

0 5 10 ) 15 20 2
Sekil 3.14
Kod. 3.5
Son olarak 4. dereceden polinomu deneyelim.
% verilere 4.dereceden denklem uydurma, n=4
x=[1 4 9 13 21];
y=[2 13 22 28 43];
P=polyfit(x,y,4) % dordiincu dereceden polinom
f=poly2str(P,'x")
x2=linspace(x(1),x(end));
for k=1:length(x2)
y2(k)=polyval(P,x2(k));
end
plot(x,y,'0',x2,y2,'-")
Sonug:
P= -0.0006 0.0340 -0.6153 6.0830 -3.5011
f =-0.00064338 x4 + 0.034038 x"3 - 0.61529 x"2 + 6.083 x - 3.5011
Grafik (Sekil 3.15) ise asagidaki gibidir:

4. dereceden polinom

45

401

351

30r

25r

20r

15r

10r

5t

0 . . . .
0 5 10 15 20 25
X

Sekil 3.15

55
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Buradan gorilecegi gibi n=4 polinomu verilere daha iyi uymaktadir.

Daha kisa yoldan lineer denklemin katsayilarini (a; ve ao) tayin etmek icin ikinci ve daha pratik bir yol da
asagidaki gibidir [22,30]

Bunun igin dncelikle asagidaki tarifleri yapalim:

1< 1 d 2
sz_ in’ Sxx__ in
N i L]
1 12
Sy:_zxi; Sxy:_Z:Xiyi
Nia nis
y=aix+ao

ifadesinin biitiin noktalar1 temsil eden en iyi dogru oldugunu kabullenirsek
Sey =S S, :SXX S, =5,y S,
Sxx_(Sx)2 , i Sxx_(sx)2

a =

ifadeleriyle bulunur.

Bu son yaklagimla ilgili bir 6rnek, durumu daha agiklayici kilacaktir.

Ornek 3.6 En kiigiik kareler yonteminin kullanimi

P ile t arasinda asagidaki gibi bir bagint1 vardir [30]

1
P=-———
mt]/2+r

(Burada "m" ve "r" sabit sayilar olup belirlenmesi istenmektedir).

Alinan veriler:

P 0.279 0.194 0.168 0.120 0.083

t 1.0 2.0 3.0 5.0 10.0

En kicuk kareler yontemini kullanarak "m™ ve "r" in degerlerini bulunuz.
Cozim:
Yukarida verilen ifade, agagidaki sekilde yazilabilir.

Loy
P

Bdylece 1/P ile t1/2 arasinda lineer bir iligski olmasi gerekir.

y=1/P ve x=t12 diyelim.
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y 3.584

5.155 5.952 8.333

12.048

X 1.0

1.414 1.732 2.236

3.162

y=mx+r den

S, =1909, S,=7.014, S,

S, —S,S,
=>m=——--=394 ve
Sxx _(Sx)
r=-0517, Boylece
1

P=
3.94t¥?2 —0.517

L =4.200, S, =15582

bulunur.

Bu problemin MATLAB ile ¢oziimii ve ilgili grafik (Sekil 3.16) asagida verilmistir.

Kod: 3.6

v=[3.584 5.155 5.852 8.333 12.048];
x=[1.0 1.414 1.732 2.236 3.182];
P=polvifit(x,v,1)

wx=0:.01:4;

vy=polyval (P, xx);

plot (x,7,'or', %%, 77

Filz Edit View Insert Tools Desktop Window Help
I_Bl_ajtﬂe‘i % Jr‘\-_'\-{ﬂ-?@\'gﬂ' >

o Noke new toalbar buttons: data brushing & linked plats ‘;f X

0 1 2 3 4

Sekil 3.16 MATLARB ile en kiigiik kareler yontemi kullanarak grafik ¢izimi

3.3.2 Regresyon Katsayisi

57

Egri uydurmada kullanilacak olan polinomun verilere uygunluk derecesi r ile tanimlanan regresyon katsayisi
ile ortaya konur. Elde edilen regresyon katsayis1 0 < r < 1 araliginda bir degerdir. Eger bu deger r = 0 ise
uydurulan fonksiyonun iyi olmadigi, v = 1 ise de uydurulan fonksiyonun ¢ok iyi oldugu anlasilir. Regresyon
katsayisinin hesabi i¢in Oncelikle 6l¢iim sonucundan elde edilen sayisal degerlerin aritmetik ortalamasi

bulunur.

Sonra 6l¢lim degerleri ve uydurulan fonksiyona ait hata hesabi i¢in asagidaki islemler gerceklestirilir.

_’)—1:

3

n
Vi
i=1
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6y = zn:[}’i —y1?
i=1

i
ve

n

5 = Z[f(xi) =ik

=1

Elde edilen bu degerlere gore regresyon katsayisinin karsiligi,
=%
r= 5,

seklinde bulunur.

Ozet

o Lineer olmayan bir fonksiyonu lineer halde ¢izmek, bilinmeyen parametreleri (a ve b) tayin etmeyi
kolaylastirmaktadir.

e ki biiyiikliik arasindaki iliski (miktar 1)=a;(miktar 2)+ao seklinde ise o zaman (miktar 1) in
(miktar 2) ye karsi ¢iziminde bir dogru elde ederiz..

e Miihendislikte sik sik karsimiza g¢ikan lineer olmayan iki tip fonksiyon vardir. Bunlar Ustel
(exponential, y=ae™ gibi) ve kuvvet (power-law, y=ax® gibi) fonksiyonlaridir.

e Grafik ¢izimlerini kolaylastirmak igin semi-log ve log-log dl¢ekleri (skalalar) tiiretilmistir.

e y=ae™ o> logy=loga+bx ifadesinde y-x ¢izimi semi-log grafiginde, y=ax” = logy=loga+blogx
ifadesinde de x-y, log-log grafigine ¢izilir. Bu durumlarda daima lineer bir denklem elde edilir.

e Daginik verilere denklem uydurmak i¢in en kiigiik kareler yontemi kullanilir. Bu, hem dogru, hem
de egriler icin gegerlidir..

e Regresyon katsaysi r ile verilir. Burada

1) . _ 1
r= s_f ‘dir. Ayrica, y = ;Zf;lyi
y

8y = Xqlyi — ¥1* ve 6 = X14[f (x;) — y]? olarak tarif edilmistir.

PROBLEMLER

1. Asagida verilen fonksiyonlari nasil ¢izelim ki bir dogru elde edebilelim?
) y? =3/x"2 +23
2 2 2
b) 3/y —a(x +2) +b
3 _ 4
9 Y= (a X +b)

cosy=—-—
d) Y (ax+b)
e) y:aebx
f y=ax’

2. Asagidaki bagintilar1 bulunuz.
a) Y iletarasindaki bagint1 dikdortgen (Kartezyen) koordinat sisteminde bir dogru veriyor
b) y-t log-log grafiginde bir dogru veriyor.

c) y-t, semi-log grafiginde bir dogru veriyor.
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e
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(y2 + 4)— (t3 - 2) arasindaki baginti1 semi-log grafiginde dogru veriyor

]/ y-— (t + 5) arasinda log-log grafiginde bir dogru veriyor

3. Asagidakileri nasil ¢izelim ki bir dogru elde edip "a" ve "b" yi bulalim?

y = aebt’
y=atP
y3 :e(atz—b)

]/y:a(t2 +3)7b

59



BOLUM 4 - LINEER OLMAYAN CEBIRSEL DENKLEMLERIN

KOKLERININ BULUNMASI
Amag
Bu bolimin bitiminde,
o Lineer olmayan cebirsel denklemlerin

o Grafik yontemle
o Nimerik Yontemle
*  Basit Iterasyon
= Newton-Raphson
= Yariya Bolme
= Regula-Falsi
= Secant

cozmlerini ogrenmis olacagiz

Eger verilen denklem lineer ise ( yani bilinmeyen sadece ve sadece 1 kuvvetine sahipse) boyle denklemlerin
¢6ziimii o kadar zor degildir. Ornegin, 5x+3 =0 veya ax+by=4 denklemleri lineerdir, ¢iinkii degiskenler (x ve
y) birinci derecedendir. Lineer olmayan denklemlerin koékleri ise biraz daha zor bulunur. Ornegin,

x3+xY2 17X =0 lineer olmayan bir denklemdir. Bunun koklerini, analitik yolla, direkt olarak bulmak
miimkiin degildir. Onun i¢in asagida bahsedecegimiz tekniklerden birisini kullanilarak boyle lineer olmayan
denklemlerin kokleri bulunabilir. iki genel yontem vardir: grafiksel ve nimerik

4.1 Grafik Yontem

f(x)=0 seklinde bir denklem verilmigse f(X), X’ e kars1 ¢izilir. Burada x’ e ¢esitli degerler vermekle buna
karsilik gelen f(x)’ ler hesap edilir. Sonra da f(x)-x egrisi ¢izilir. Apsisi kesen noktalarda f(x)=0 olduguna
gore, x-eksenindeki kesim noktalarindaki "xj" ler ¢ozimu verecektir.

Sekil 4.1° de grafik yontemle kok bulmanin mantig1 gosterilmistir.

f(x) X1, X2 ve X3 - kéklerdir

AL
\J

Sekil 4.1 Grafik yontemle kok bulmak

Yukaridaki grafikte (Sekil 4.1) x1, xp ve X3 bu denklemin koklerini vermektedir. Eger verilen denklem
f(x)=0 seklinde degilse, denklemi f(x)=0 sekline sokmak gerekir. Ornegin x* +e* =sin x seklinde
verilmis ise bunu f(x)=x* + e * —sin x = 0 seklinde yazip ondan sonra isleme baslamak gerekir.

Diyelim ki,
(P+\%)(V —b)=RT

van der Waals denklemi verilmis olsun. Verilen V (Hacim) ve T (Mutlak sicaklik) degerleri i¢in P’ yi
bulmak kolaydir (buradaki a ve b sabitleri gazin cinsine bagli termodinamik sabitler olup bilinmektedir).
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Fakat verilen P ve T degerleri igin V’ yi bulmak hi¢ de o kadar kolay degildir. Ciinkii V* ye gore lineer
olmayan kiibik bir denklem elde edecegiz.

O zaman
£(\)= a
(V)= F>+\7 (Vv —b)—RT =0
seklinde yazilip f(V) © yi V ye karsi ¢izip V’nin ¢dziim igin degerlerini bulabiliriz.

4.2 Nuimerik Yontemler
Kullanilacak yontem

a) Tek kok veya tlim koklerin bulunmasina
b) Koklerin gercek veya sanal olmasina
c) Kokler igin yaklasik deger bulunup bulunmamasina

baglidir. Bazilar1 tek denklem, bazilari ise denklem sistemleri igin kullanilir.
Asagida, niimerik olarak koklerin bulunmasina ait

a) Basit Iterasyon Yontemi(Ardisik Yerlestirme Yontemi)
b) Newton-Raphson Ydntemi

¢) Yarya Bolme Yéontemi (Bisection Method)

d) Regula -Falsi Yontemi

e) Secant Yontemi

yontemleri 6rneklerle ele alinacaktir.

4.2.1 Basit iterasyon Yontemi

Verilen fonksiyonu x=g(x) sekiline doniistirmek lazim. f(x)= 0 seklinde verilmisse bunu séylenen forma
cevirmek gerekir.

Genel forml:
Xk+1=0(Xk) seklindedir.
g' (x), g(x)'in tiirevi olsun.
g’ (x)| <1 ise koke yaklasim vardir.
|g’ (x)| <=1 ise koke yaklagim vardir am yavastir.
g’ (x)| >1ise koke yaklagim yoktur.
Bu nedenle kok bulmaya kalkmadan 6nce g’(x) hesap edilmelidir.

Xk+1 — X

lec| = < &

Xk+1

oluncaya kadar isleme devam edilir. Burada &, ’nin verilen toleransi ifade ettigini hatirlayalim.

Ornek 4.1 Basit iterasyon yontemiyle kdk bulma

x3 —2x% —7 =0, denklemini, x, = 2.5 ve g = 0.01 icin iterasyon yontemi ile ¢oziiniiz. (x,, ilk tahmini
degeri gosteriyor)
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Cozim:
(%37 1/2 _ 1 73—\~ 1/2 5 , _
=) => 1(5F)  x3x2 =>g'(2.5)=159%1 >1.
P —
g(x) g/(x)

Dolayistyla yakinsama yoktur.
Oyle ise degisik agidan ¢oziime yaklasalim:

x3 = 2x2 4+ 7 olsun. O zaman

1
x=2x*+7 )3 => §(2x2 +7 )23 x2x =>g'(2.5) = 0.23 < 1 yakinsama vardur.

g'(x)
x; = (2x2 +7)Y3 =2.6916 . Ayni sekilde sirasiyla

_ 2.8214-2.7802

x, = 2.7802 €t = " apia 0.0146
X3 = 2.8214
x4 = 28406 => g, =220 =0,0068 < &

Sonug olarak kokiin istenen civardaki degeri x=2.8406 olarak bulunmus olur.

4.2.2 Newton-Raphson (N-R) Yodntemi

Bir fonksiyonun Taylor serisinde x; 1 civarinda agilimi O

fesn) = fx) + 1O (e — x1) +0)}4xk)2

Son terimi ihmal edersek ve x,, kok ise;

seklindedir.

f(xi)

Xp1 = X —
k+1 k f,(xk)

seklinde yazilabilir. Burada f’(xx), X«’daki tiirevi, Xk+1 de bulunan yeni degerdir. Yontemin grafiksel olarak
mantig1 asagidaki Sekil 4.2° de verilmistir.

Burada Xg ilk tahmin degeri olup f,, > dan ¢izecegimiz teget x1; X1 den gizeceZimiz teget xo verecek. Oyle ki
egrinin, yani f(x) fonksiyonun, x eksenini Kkestigi yere kadar bu isleme devam edilir ki bu da bize istenen
koku verecektir.

i
i
Ll
y
X

1 X2 T

Sekil 4.2 Newton-Raphson Y6nteminin Grafiksel Olarak Mantigi

Ornek 4.2 N-R yéntemiyle kék bulma

x=e* denkleminin, Newton-Raphson Yontemi ile kokiini bulunuz.

GOzim:
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f(x)=x-e™

f(x)=1+e"
x=0 ise f(x)<0, x=1 ise f(x)>0.
Demek ki kok 0 ile 1 arasindadir.

seklinde yazilir. Burada amag f(x)=0 veren x’ i bulmaktir.

X,=0.2 diyelim

f(0.2)=0.2—e " = -0.6187
f'=1+e°?=1.8187
= X =X —M 0208187 45402

f'(x,) 1.8187

Bdylece devam edersek

X, = X, — f(x) _ 5670

f(x)

X, = X, — f(x.) _ 5671

t(x,)

X, ile x, arasindaki deger son derece kiigiik olduguna gore {|x3 — x,| < 0.0001}, X,’{in ¢dziim oldugunu
kabul edebiliriz.

Ayni problemi MATLAB’ in solve komutu ile ¢ézelim:
Kod4.1

eq=("x=exp(-x)’)

solve(eq)

x=0.5671

Soru

Asagida verilen Sekil 4.3’ goz Oniine alalim

f(x)

Xo \ X
Sekil 4.3 Newton-Raphson yonteminin uygulanabilirligi

Eger, ilk tahmini deger Xq° 1 gosterilen yerden (maksimum noktast) alirsak, Newton-Raphson Yontemiyle ile
¢oziime ulagabilir miyiz [30]?

Ornek 4.3 Bir polinomun kdkinin N-R yontemiyle bulunmast
y = x3 — 2x? — 7 = 0, denkleminin x, = 1.8 civarindaki kékiinii bulunuz. g, = 0.001 olsun.

Cozim:
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Xp1 = X — ;,((’;";3) vey' =3x% — 4x ‘dir.
l Y(xo)
k=0, y(xy) = —7.648, y'(1.8) = 2.52, X| = Xo — YIEN) = 4.84
0

Yeni bulunan x; degerinden x,, ondan da x3 degeri bulunur ve boyle devam edilirse;
k=1 => x,=3.6708

k=2 => x3=3.0682

k=3 => x,=2.8768

k=4 => x5=2.8576

k=5 => x4 =2.8574} kok olarak kabul edilir, ¢linkii &, =|—0.00006| < 0.001

4.2.3 Yariya Bolme Yontemi (Bisection Method)

a ve b iki reel say1 olsun. f(a). f(b) < 0 ise kok [a,b] araligindadir.

_ XqtXp

> , f(xO) ~ 0 ise kok xO’dlr.

X0
f(xo) # 0 ise isleme asagidaki gibi devam edilir.
f(xg). f(xg) <O, Xg = Xo f(xy) = 0 oldugunda veya
f(xg) - f(xo) >0, Xp = X } & < €, iseisleme son verilir.
Ornek 4.4 Yarwa bolme yontemiyle kok bulma

Asagidaki denklemi yartya bélme yontemi ile cozuniiz.

x3—-2x2-7=0, x4=2, x,=3o0lsun.

COozim:

f(@).f(b) = —-14<0

X =22l3=2.5 , Xo = Xg

£(2.5).f(3) = -7.7 => xg =222 =275 | x,=x,
£(2.75).f(3) = —2.65 => x, = 22*2 = 2875
£(2.875). £(3) = 0.465 => xo = 2224 = 2 9375
£(2.875).f(2.9375) = 0.2532 => x,= “3752& =2.906
£(2.875).£(2.90625) = 0.132 =>  x, = Wszﬂ =2.891

g =220 = 0.005 < g Boylece kok: 2.906°drr.

MATLAB kullandigimizda ise (solve komu ile) x = 2.857 bulunmustur.

4.2.4 Regula-Falsi, R-F, (Yer Degistirme) Yontemi

Bu yontemin esas1 agagida Sekil 4.4a ve 4.4b de verilmistir.
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(dpt

[ H c b

oh f(a)
Sekil 4.4
f(a).f(b) < 0 ise kok [a,b] araligindadir. c, [a,b] araliginda bir noktadir. Buna gore;
f(a).f(c) < 0 ise kok [a,c] araliginda
f(a).f(c) > 0ise kok [b,c] araligindadir.

_bf(@) — af (b)
@ —f®)

ifadesinden hesaplanan cicin f(c) = 0 ise ¢oziim “c”dir veya |&;| < & ise islem durdurulur.

_ Ck+1—Ck

&t
Ck+1

ile verilmistir.

Islem adimlari soyledir:

1) ave b degerleri f(a). f(b) < 0 igin segilir.
2) ¢ yukaridaki denklemden hesaplanir.
3) f(c) = 0ise islem tamam, degilse f(a). f(c) < 0ise c=b, f(a).f(c) > 0ise c=aolur.

Ornek 4.5 R-F yontemiyle kok bulma

Daha 6nceki Orneklerde verilen x3 — 2x2 —7 = 0 denklemini bu yontemle ¢ozelim. a=2 , b=3 ve g, =
0.01 olsun.

Cozim:
fl@).f(b) = f(2).f(3) = —14
L @-ag®) 3@ -2fB) o
f(a) = f(b) f@)-f3)
FO).f(@=f(2).f(278) =68 => ¢, =b
o 2.78f(2) — 2£(2.78)
2T f@)-fQ78)
f(2).f(2.905) = —4.46 => c,=a
_ 2.905f(2) — 2f(2.905)
= TR () - £(2.905)
f(2).f(2.295) =2.5128 >0 a =2.295=c,

_ 2.905£(2.295) — 2.295f(2.905)
= £(2.295) — £(2.905)

= 2.905

= 2.295

= 2.8411

f(cy) = —0.2108 = 0. Boylece c, = 2.8411 kok olarak kabul edilebilir.
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4.2.5 Secant Yontemi

Newton-Raphson (N-R) yénteminde tiirev almak zor olabilir. Oyle durumlarda tiirev geriye dogru sonlu
fonksiyonlar yontemiyle hesaplanir.

N-R ¢ da Xpp1 = X — jf,((’;’i) ifadesi

_ fad (eg—1—xk)

Secant’da Xie+1 = X = e o)

ifadesi gecerlidir.

Ornek 4.6 Secant yontemiyle kék bulma
f(x) = e™ — x = 0ise denklemin koki nedir? x;_; = 0, x; = 1 olsun,
f(1) =0.6321, f(0) =1

—0.6321(0 — 1)

=1- = 0.6127
rt1 1— (=0.6321)

x—e*=0, xr_1=0, x, =1 (baslangig), & = 0.01
f () (-1 — Xx)

x =Xp —
L e G D f ()

x, = 05638, x4_;=1,x, =0.5638

x3 = 0.5670, x,_; = 0.5638,x;, = 0.5670

0.5671 - 0.5670
0.5671

Boylece kok x, = 0.5671 olarak alinabilir. Daha 6nce diger yontemlerle buldugumuz degere yakindir.
Ozet

x4 = 0.5671 => ¢ =

= 0.00017 < &,

Lineer olamayan, tek bilinmeyenli denklemlerin koklerini bulmak i¢in iki genel yontem vardir, Grafiksel ve
Ndmerik.

Grafiksel yontemde fonksiyonun grafigi ¢izilir, apsisi kestigi noktalar koklerdir.
Nlmerik yontemler ise

a) Basit Iterasyon Yontemi (Ardisik Yerlestirme Yontemi)
b) Newton-Raphson Ydntemi

€) Yartya Bolme Yontemi (Bisection Method)

d) Regula -Falsi Yontemi

e) Secant Yontemi

diye siniflara ayrilir. Bunlar iginde en ¢ok kullanilan1 Newton-Raphson yontemidir.

Ayrica, MATLAB’in solve ve fzero komutlarini da kullanarak lineer olmayan karmagik denklemlerin
koklerini bulabiliriz.

PROBLEMLER

1) Cevaplayiniz

a) x°—e*=0 ¢coztimund grafik yontemle bulunuz.
b) sinx+5x=0 lineer mi, degil mi? Neden?

c) axy—-y=0 lineer mi, degil mi? Neden?

d) 5y+8x=14x+3y lineer mi, degil mi? Neden?
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2) Asagidaki denklemleri [a,b] araligindaki kokiini
a) Basit Iterasyon

b) Yariya Bolme

¢) Regula-Falsi

yontemleri ile bulunuz.

l. x? — 3cosx + 4tanx=0 , [0,1], ek = 0.01

Il x—1+e =0, [0,1], ek = 0.01
1. xlnx —1=0, [0,2] , ek = 0.01
3) Problem 2’deki kokleri
a) fzero
b) solve

komutlari ile bulunuz.

4) %— In(2x) = 0 denkleminin x, = 14 ve ek = 0.01 icin kokini N-F yontemiyle bulunuz.
5) Asagidakilerin koklerini solve komutu ile bulunuz.

a) x5+2x3—%x2+5x=4

b) x3—3x2—4x=2

) x°—x*+x3=17

6) .e&r = 0.01 alinarak denklemlerin belirtilen noktalara (xo) yakin kdklerini bulunuz.
a)x3+2x2—x=0, x9=-26

b) x> — 3x? + exp(—x) =0, x,=0.5

exp(x) —x*—4=0, x,=2

67



BOLUM 5 - LINEER DENKLEM SISTEMLERI

Amag
Bu béltimin bitiminde,
o Lineer denklem sistemlerinin Gauss Eliminasyon yontemiyle ¢6zimu
o Lineer denklem sistemlerinin vektor-matris yontemiyle MATLAB 'de ¢oziimii

konularini 6grenmis olacagiz

Giris
Miihendislik ve diger alanlarda karsiniza sik¢a ¢ikan denklem sistemleri lineer olanlardir. Asagida genel

olarak ifade edilen bir lineer denklem sistemi ilgili sembollerle gésterilmistir. Lineer denklem sistemleri ile
ugrasirken vektor ve matris operasyonlarini iyi bilmek gerekir.

\ a1 Az ot Qun
A11%1 + Q12X + -+ A1 Xy = by [A]=| ¢ P <= Katsay1 matrisi
an1 Ap2 ** Gpn
> X1 b1
- — |*2 _ |b2
An1X1 + ApaXy + o+ AppXy = by x =" b=|"
Xn b,
J

Ax=b =>| x=A"1x b | ¢oziim vektorii

5.1 Lineer Denklem Sistemlerinin C6zim

Gauss Eleme Yontemi

Denklemler (zerinde islemler (katsayilarla carpma, diger bir denkleme ilave etme, vb) yapilarak
bilinmeyenlerden biri elenir. Bu sekilde devam edilerek tek bilinmeyenli tek denklem kalincaya kadar devam
edilir. Elde edilen deger, geriye dogru yerine konularak diger tiim bilinmeyenler bulunur.

Ornegin;
a11%1 + aq2x; = by Basit denklem sistemini bu yontemle ¢ézelim.

Az1X1 + Az2X; = by

a11X1 + a12x, = by [ -ay; ilk denklem “—a,,”,

A1X1 + Az2%5 = by [ aq; ikinci denklem “—a,” ile ¢arpilir.

—@11A1X1 — A12021X3 = —bidy, iki denklem toplanir ve x, icin ¢ozilur. Sonra da x,
+a11021%1 + az2a11%3 = byaqq degeri yerine konularak x; i¢in asagidaki deger

(a22a11 — @12021)%2 = Ay1b; — b1ay bulunur.
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ay1b; — biay,

Xy =
az2011 — A1202q

azzb; — baay;

xl =
A11022 — A210q2

Genel olarak, pivotleme yontemi kullanirsak;

ai1XxX1 + QA12X7 + -+ A pnXn = b1 / ( a21/a11) Pivot denkleml, a| 1= Pivot katsayISI

An1X1 + ApaXgy + -+ AppXn = by

aTi2a a aT
az1Xq + 12721 X + -+ —in a1 = bl a2 (1)
a1 a1 a1

(1) denklem (‘a,1/aq1) ile ¢arpildiktan sonra, (2) denklemden ¢ikarilirsa;

ajpa a a aye
(ay; _%)xz (T a_ialn)x" =b, — bla_i elde edilir.

\ﬁ(—J ﬁf—J
aa» b,

alzzxz + a,23X3 + -+ aIann = blz

69

Durum soyle; eleme islemi ile (n-1) denklem kalir. Bu sekilde tek denklem ve tek bilinmeyen kalincaya
kadar devam edilir. Asagidaki basamak sistemine dikkat edersek en sonunda tek bilinmeyen (yani x,,) ve tek

denklem kalryor.
ai1X1 + A12X7 + -+ A1pnXn = b1
a,22x2 + a’23X3 + -+ aIann = blz

a’33X3 + a,34x4, + -+ a,3nxn = b’3

b

a’nnxn = b,n => Xp = n

Al'nn

Buradan da geriye dogru gidilerek x,_1, X,_2, *-+, %1 bulunur.

Genel olarak
by — X151 a'jx;
Xi = 7
aii
seklindedir.
Ornek 5.1 Lineer denklem sisteminin Gauss-Eleme yontemiyle ¢ozimu
Verilen
3X1 = 14‘ - 2x2

12x1 + 13x2 = +6x3 = —40
8x2 + 28 = 3x1 - 9x3

lineer denklem sistemini Gauss-Eleme yontemiyle ¢ozlinuz.
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C0zlm:

X1 Xy X3 -1/4 ile garpip 1. satir ile topla
1 ile carpip 1. satir ile topla

3 2 0 14

12 13 6 40

-3 8 9 -28

3 2 0 14

0 -5/4 -3/2 4

5/40 ile carpip 2. satir ile topla

3 2 0 14
0 -5/4 -3/2 4

00 -3/8 9/4

-3 9

?Xg = Z => X3 = —6

—5 3

TXZ—E(—6)=4 => X2:4

3%, +2Xx4+0=14 => x; =2

Ornek 5.2 Lineer denklem sisteminin MATLAB ile ¢ozimu
Ornek 5.1’ de verilen problemi simdi de MATLARB ile ¢oziiniiz.

COzim:

3 2 0](* 14
12 13 6|y*2p =5 40
-3 8 9llx3 —28

A X b
x=A1xb

2

Buradan; X:; 4 } Goriildiigii gibi MATLAB ile kolayca sonuca ulasildi.

-6



Ozet
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Bu bélimde lineer denklem sistemleri tanitildiktan sonra bunlarin Gauss eleme yontemiyle nasil ¢ozildigi
orneklerle anlatilmistir. Ayrica MATLAB’de vektor-matris kavrami kullanilarak bu denklem sistemlerinin
¢ok cabuk olarak nasil ¢oziilebilecegi yine drneklerle gosterilmistir.

PROBLEMLER

1) Asagidaki denklem sitemlerini

a) Gauss-Eleme Ydntemiyle
b) MATLAB fonksiyonlarini kullanarak ¢6ziiniiz

a) xl+4xZ_X3+4‘X4=4

x1_3xZ+X3_X4:5

3%+ 2x;, +4x3— x4 =7

2x1_2x2_X3+4’X4,:3

C) 7x1+3xZ+X3 =21

6x2 + 3X3 + 7X4 = -3

x1 +5.X'2 +4x4 = 11

3X1 + ZXZ +4X4 =3

b) x1 - O.SXZ + 0.7X3 = 1

0.7x1+x2 + 0.3x3 = 0.5
—X1 + 1.4x2 + 1.5x3 =2

2.4x; + 0.5x, + 3.9x3 + 0.7x4, = 5.7
X1+ 1.2x5 + 3x3 + 4x4 = —9.2

2x9 — 71xy +4.1x3 = 2

4.2x1 —7.2x5,+1.2x3—81 =0

2) Asagida katsay1 matrisi ve sag taraftaki vektorii verilen ifadelerin kdklerini MATLAB ile bulunuz.

a) A=

b) A=

c) A=

d A=

10 4 6 8

2 3 7

3 11 3

2 6 7

[ 1.02 -0.41 -0.25
-041 113 -0.14
—0.25 -0.14 1.21
[1.02 0.41 0.25
041 1.13 0.14]
10.25 0.14 1.21
109 12 21

1.2 112 1.5

21 15 9.8

09 25 13

-2
10

b=l
—7

[0.61]
2.55
11.78

[0.51]
1.55

2,78

-7
53
10.3
24.6
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3) Asagidaki denklem sistemlerini MATLAB ile ¢6ziiniiz.

a) xq+xy,+2x3+5x, =2 b) b) 6x; + 2x, + 2x3 = -2
3x1 +4x, + 2x3 + 4x4 = =5 2x2+§x3+§x4:—3.8
2x1 + 9x2 + 3.X'3 + ZX4_ =2 x1+2x2 - ZX3 =0

2x1 +x2 + ZX3 - 3x4, =—4

C) x1+4x, —x3+4x,=4 d) 2.5x; —4x, — 2x3—3x4 = —20.29
1.5x1—x,4.5x3 = 9.5 3x; — 3x, — 4.3x3 + 3x, = 8.89
—2.5x1—1.5x2 + x3 = _7 2 xl - 4x2 - 3.25.X3 - x4 = 484

x1 - 5x2 + 3.3X3 - 20x4 = _1401

e) x1 + 2x2 - 1ZX3 + 8X4 = 27 f) 1.02x1 - O.ZSXZ - O.BX3 = 0515
5x1 + xZ + 7.X3 - 2.X4_ = 4 —0.25x1 + 0.14x2 + 1.21X3 = 278
-3 X1 + 7x2 + 9x3 + 5x4, =11 _0.41x1 - 1.13x2 - 0.15x3 = 1.555

6x1 — 12x, — 8x3 + 3x, = 49

g) 4x; +0.24x, — 0.08x3 — 0.16x4 = 8 h) —1.05x; +3.96x; + 1.15x3 = —2.71
0.09x; + 3x, — 0.15x3 — 12x, =7 3.96x; —1.01x, = 9.5
0.04x; — 0.08x, + 4x3 + 0.06x, = 20 —3.09x; — 1.15x, + 3.96x3 = 5.98
0.02x; + 0.06x, + 0.04x3 — 10x, =1

i) x1+x,—2x3=1 ) x1+x;—x3+x,—x5=3
3x1 +2x, +4x3 =2 2X1 +x3—2x4 =2
31 +x, +x3=4 -3x1 +xy +x3=—1
2x1 —3x; +x3 =—1 21+ Xy —x3+ x4 —x5=0

—3x1+x; +x5=0

k) le_.xZ+2.X3+x4_:0
xl+x2_x3+X4=0

Xy 4+ 3x3 —5x5 =0

4) Verilen lineer denklem sistemini
10x; + 2%y — x3 =27

—3x; — 6%, + 2x3 = —61.5
X1+ x; + 5x3 = —21.5

a) Gauss eleme yontemi ile
b) MATLAB komutlari ile (inv fonksiyonu kullanarak) ¢oziiniz.
c) Buldugunuz degerleri denklemlerde yerine koyup sonuglari kontrol ediniz.
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5) Verilen denklem sistemi igin
—3xy + 7x3=2

X1+ 2x,— x3= 3

5x; — 2x, = 2

a) MATLAB ile Determinanti hesaplayiniz.
b) Gauss-eleme ydntemi ile sistemi ¢6ziniz.
¢) Buldugunuz degerleri denklemlerde yerine koyup sonuglari kontrol ediniz.

6) Verilen

3xy — 0.1x, — 0.2x3 = 7.85 (1)
0.1x; + 7x, — 0.3x3 = —19.3 )
0.3x; — 0.2x, + 10x3 = 71.4 (3)

Denklem sistemini Gauss-Eleme Yontemi ile ¢6ziliniiz.



BOLUM 6 - NUMERIK TUREV VE NUMERIK INTEGRASYON
Amag

Bu béltimin bitiminde,

. Niimerik olarak tiirev almayt
o Niimerik olarak integral almayi
o Yamuklar yontemiyle
o Simpson parabolik yontemiyle

uygulamali olarak ogrenmis olacagiz

6.1 NUimerik Tlrev

Tdrev, bir fonksiyonun, bagl oldugu degiskenlere goére degisim hizzun bir O6lgusidir. Bir y(X)
fonksiyonunun x=a noktasindaki tiirevi sayisal olarak agagidaki sekillerde tanimlanabilir [20].

e lleri Farklar Ly (xp) = w
n+1~*n

e  Geri Farklar C ' (x,) = w
n~4n-1

o Merkezi Farklar : y'(x,) = X&nr)=Y(n-1)

Xn+1—Xn-1

Dikkat edilecek olursa tiirev, alinacak noktaya ek olarak ileri farklar yontemi bir adim sonrasini, geri farklar
yontemi bir adim 0ncesini ve merkezi farklar yontemi de her ikisine ait bilgiyi gerektirir. Bundan dolayi, s6z
konusu yontemler kullanilarak elde edilen sonuglar arasinda farkliliklar gériilmesi muhtemeldir.

y(x)4

e
Yn+1 — ,v_ =

Yn

Yn-i——1"

Xn-1 Xn Xn+1 X

Sekil 6.1 Ileri, geri ve merkezi farklar yontemleri ile niimerik tiirev alma mantig

Ornegin, Sekil 6.1°de, x,, noktasina ait tirevin degeri, oklar ile gosterildigi gibi elde edilen tirev degerleri
farklidir. Zleri veya geri farklar yontemi ile hesaplanan sayisal tiirevin degeri, analitik degerinden farklilik
gosterdigini ve yone gore degistigini kaydedelim. Merkezi farklar yontemi ise ortalama bir sonug uretir.

Buna gore, y(x) = x? + 9 fonksiyonunun x=1.5 noktasindaki sayisal tiirevini {i¢ yontemle bulunuz ve
analitik sonug ile karsilastirip irdeleyiniz.
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6.2 Niimerik Integrasyon

Bir¢ok miihendislik problemlerinde dyle karmasik ifadeler elde edilir ki bunlarin integrasyonu analitik
olarak hemen hemen imkansizdir. Ornegin, reaktor tasariminda (ideal piston akish reaktor, PAR igin);

X
dx
V= FAO —
—r
0" A
Burada,
V= reaktor hacmi
F A = A nin molar akis debisi
x = doniigim (<1)

-I o= reaksiyon hizi

Reaksiyonun hiz ifadesi (-r o) basit olabildigi gibi cok karmasik da olabilir.

olsun. Burada k, C A VeE birer sabittir. O zaman yukaridaki denklemden reaktor hacmini bulmak i¢in

Diyelim ki

(1+ ex)

~—2dx
(1—xy

V= FAOI

olur. Bunun gibi karmasik ifadeleri ancak niimerik olarak integre edebiliriz.

Genel olarak
b
= I f (xJdx
a

seklinde bir integral diisiinelim. Diyelim ki f(X) ¢ok karmasik bir ifade ve bunu analitik olarak integre
edemiyoruz. O zaman niimerik integrasyon yontemlerine basvurmamiz gerekecektir.

Integrasyon, toplamadan baska bir sey degildir. Sekil 6.2’yi géz 6niine alalim:

f(x)/\
(x) | - f(x)
31
a E; b >x

Sekil 6.2 Integrasyon
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Sekil 6.2 deki integrasyonun degeri, a ve b ile sinirlanmig egrinin altindaki alandir.
Kiigiik araliklara A Xj dersek egrinin altindaki alan

b

66 = £ ot

Niimerik integrasyon i¢in ¢esitli yontemler mevcuttur [22]. Biz bunlardan en yaygin kullanilanlar1 gérecegiz.

6.2.1 Yamuklar Yontemi (Trapezoids Rule)

Integral, genel itibariyle, fonksiyonu olusturan egrinin altindaki alan oldugunu belirtmistik. Yamuklar
yonteminde, egrinin altinda kalan alan1 hesaplamak igin, alan belli araliklara boliiniir. Asagida Sekil 6.3°de
goriildiigli gibi, her aralik icin bir yamuk olusturulur fakat olusturulan her yamuk i¢in pozitif veya negatif
hesaplanmayan alan kalir. Olusturulan bu yamugun alani:

1
Aj =5 (F(%) + F (x50 (%41 = %))

n
j=1
Burada dikkat edilmesi gereken nokta, toplam sembolindeki ‘n’ ifadesi aralik sayisini gostermektedir.
Unutulmamali ki bir fonksiyonu ‘n’ pargaya ayirmak i¢in ‘n+1’ tane noktanin se¢ilmesi gerekir.

T~

f(x;) f(xju1)

Xj Xj+1

Sekil 6.3 Yamuk kurali

Egri altindaki alan kiigiik yamuklara boliinerek Sekil 6.4’te goriildiigii x1 den X,’e kadar integre edilir.

f(X) f(X) -~

X1 X2 X3 Xn X
Sekil 6.4

Sekildeki alan ¢ok sayida kiigiik yamuklara boliinerek bu yamuklarin toplan alani asagidaki ifadeyi verir.
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+"'+(Xi+l _Xi)(fi + fi+l)"'+(xn _Xn—l)(fn—l + fn)

I=Tf(x)dX=l|:(X2_Xl)(fl+f2)+(x3_X2)(f2+f3) }
Basit bir kisaltmadan sonra

=3 S 1)

Eger h=x,,-x.=sabit ise

n-1
| h fo+f,+2> f,| olr
2 ~

Eger veri noktalari, yani (Xj, Yj), verilmisse, sadece o veri noktalarin1 yerine koymakla integrasyonu
hesaplayabiliriz, ayrica bir grafik cizmeye gerek yoktur. (ileride bununla ilgili 6rnek verilecektir).

Ornek 6.1 Yamuklar yontemiyle integrasyon hesaplama
fx)=x3+2
fonksiyonunun [2,5] araligindaki alanini hesaplayiniz.
Cozim:
1. Oncelikle alan: ka¢ parcaya ayiracagimiza ya da araliklar arasi mesafeye karar vermemiz gerekir.

Sececegimiz yol, olusturacagimiz MATLAB fonksiyonunu direkt olarak etkileyecektir. Bu 6rnek i¢in alani
n=1, 10 ve 100 parg¢aya boldiiglimiizii diisiiniip hepsi i¢in ayr1 ayr1 sonucu hesaplayalim ve sonuglari
kargilagtiralim.

2. Alan hesabi icin gerekli MATLAB algoritmasinin olusturulmast.

. . . 5-2
l. Verilen n sayisi igin araliklar arasi mesafenin hesaplanmasi ( Ax = — )

Il. Girilen n sayisi igin n+1 tane X koordinatlarinin bulunmasi

I1. Bulunan her x koordinat1 igin f fonksiyonun degerinin bulunmasi
V. i=1,2,...,n i¢in A; alanlarinin hesaplanmasi

V. Toplam alanin hesaplanmasi A=A+ Ax+....+ Ay

3. Olusturulan algoritmaya gore MATLAB ortaminda fonksiyonun yazilmast

Asagida n=1 i¢in verilen Kod 6.1 de sirasiyla:

1. n=1 tamimlamasindan sonra n=1 i¢in dx : araliklar arasi uzaklik bulunuyor.

2. Kolon operatorii kullanilarak, [2,5] araliginda x degerleri dx araliklarla hesaplaniyor.
3. Her x degeri icin karsilik gelen f(x) degerleri hesaplaniyor.

4. for dongiisii kullanilarak her bir parga i¢in alan hesaplaniyor.

5. Son olarak bulunan bu degerler sum komutu ile toplantyor.
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n=1 islemlerinde X, f ve A matrislerinin boyutlar1 kiigiik oldugu i¢in islemler sonucunda degerleri
gosterilmistir. Diger n degerleri i¢in sadece toplam alan gosterilecektir.

Asagida n=10 ve n=100 bulunan sonuglar verilmistir.
n=10 > A=158.7225
n=100 >  A=158.2547

Sonuglar incelendigine, sonuglarin n=1 den ¢ok farkli oldugu goriilecektir. Bunun nedeni, n=1 igin
olusturulan yamuk kiibik bir fonksiyon i¢in ¢ok fazla hata igermektedir. Fakat n=10 ve n=100 sonuglari
birbirine yakindir. n sayisi arttikca sonug belli bir sayiya yaklasacaktir. Bu sayi, bu problemin analitik
sonucudur. Burada karar verilmesi gereken, sonuca ne kadar yakin olmak istendigidir. n sayisi arttik¢a
sonuctaki hata azalir fakat problemin ¢dziim siiresi de artar. Ustelik n sayis1 arttikga sonuglar arasi fark da
gittikge azalir.

Karsilastirmak igin ayni problemin, daha biiyiilk n degerleri i¢in bulunan niimerik sonuglari ile analitik
sonuclar1 agagida verilmistir.

n=1000 A=158.2502
n=100000 A=158.2500
analitik sonug A=158.2500

>>n=1;
>> dx=(5-2)/n;
>> x=2:dx:5
X =

25
>> f=x./2+2;
>> for i=1:n

A()=1/2*(f(i)+f(i+1))*(x(i+1)-x(i));

end
>> sum(A)
A=

205.5000
Kod 6.1

6.2.2 Simpson Parabolik Yontemi

Simpson yontemi ile herhangi bir fonksiyona ait alan hesabi gergeklestirilirken a ve b olarak siirlart
belirlenen x eksenindeki araligin h olarak adlandirilan esit uzaklikta fakat ¢ift sayidan olusan n adet parcalara
boliinmesi gerekir. Yamuk yonteminde oldugu gibi bu parcalarin adedi ne kadar fazla olursa elde edilecek
olan alan hesabinin dogrulugu da o kadar yiiksek olur. Ayrica vurgulamak gerekirse Simpson yontemi
islemler sonucunda elde edilen degerin dogrulugu bakimindan Yamuk yontemine gore daha iyi sonug verir.

Asagidaki Sekil 6.5°1 dikkate alarak [20] bu yontemle ilgili son uygulama denklemini tiiretelim.
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V(X)“ f(-h) —
f(O]f{h)
.,
Yi1
Yi Yis1

. >

a b X
A1 M Xa

Sekil 6.5 Simpson Parabolik Yonteminin grafiksel gosterimi

Xi_q ile x;4, arasinda kalan egri y;_; = f(—=h), y; = f(0) ve y;1; = f(h) noktalarindan gegen f(x) =
ax? + bx + ¢ dogrusu ile tanimlanir. Burada bilinmeyen a, b ve ¢ katsayilar1 asagidaki esitliklerden
bulunabilir.

Yn-1 = f(—h) = ah®? —bh + ¢
Yn = f(O) =c
Yns+1 = f(R)=ah? + bh + ¢

Buradan,

Yn+1—Yn— 1
C=DYn, b:% ve azm(yn+1+yn—1_2yn)

olarak bulunur. y(x) fonksiyonunun x;_; ve x;,, arasindaki degeri,

fxtl y(x)dx = f_’;f(x)dx

Xi—

seklinde tanimlanabildigine gore,

h X3 x2 h
f (ax?+bx+c)dx=|a—+b—=+ cx]
_h 32 )
h3 h? h3 h?
= a?+b?+ch]—[—a?+b7—ch]
h3
= Za?+2ch

Katsayilarin degerleri yerine konuldugunda integrale ait asagidaki ifade elde edilir.

h 3
1 h h
f h(aXZ +bx+c)dx =2 m (Yn+1 +VYn-1— ZYn)? + 2y,h = § (Vn-1 + 4Yn + Yn+1)

Bir dizinin integrali alinirken bu yonteme ait kullanilabilecek olan formiil yapisi asagidaki gibi

tanimlanabilir.

(m-1)/2

Lb y(x)dx = z fxsz(x)dx

i=1 X2i-1

Formiil, ortak olan degere gore tekrar diizenlenebilir.
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b h
f y(x)dx = §(y1 +4(y2+yst+ -+ Yim-1) + 23+ ys + -+ Ym-2) + Ym)
a

Dolayisiyla Genel Denklem

h - _
Alan =2 (yo +yn + 4335 ¥i+ 23055 ¥

tekler ciftle

seklinde olur.

Boylece integral islemi y; = y(a) ve y, = y(b) degerleri ile birlikte m adet nokta kullanilarak
gerceklestirilmis olur. Bu yontemin 6rnek bir uygulamasimi Yamuk yonteminde kullanilan fonksiyon igin
gerceklestirelim:

—x2 : e
y = e~ * fonksiyonunu gz oniine alalim

Verilen fonksiyona ait sinir degerleri yine Yamuk yonteminde kullanildigi gibi a = 0,b = 1 ve parca aralig1
da h = 0.25 olarak tanimlandiginda Simpson yontemine ait kullanilacak olan formiil asagidaki gibi olacaktur.

h
Alan = 3 [y1+4(y2 +y4) + 2(y3) + ys]

Buna gore fonksiyona ait deger hesaplamalar1 Simpson ydntemine ait formiilde yerlerine yazilirsa;

0.25
Alan = 3 [1+4(0.9394 + 0.5698) + 2(0.7788) + 0.3679] = 0.7469 birim kare

seklinde verilen sinirlar arasindaki fonksiyona ait alan bulunmus olur. Bu islemlerin MATLAB’de
gerceklestiriligine ait drnek uygulama asagida goriillmektedir.

Ayni fonksiyona ait integrali analitik olarak hesaplasaydik sonug¢ 0.7468 birim kare olacakt1.

Ornek 6.2 Simpson yontemiyle nimerik integrasyonu bulma
1 sinx 1-0 L. .
fo mdx, n=4 ve h= - = 0.25 igin integrali hesaplaymiz.
COzim:
iox ) =y
00 0 Ik
1 0.25 0.2455 Tek
2 050 0.4520 Cift
3 0.75 0.5717 Tek
4 1 0.5950 Son
0.25
A= = [0 + 0.5950 + 4(0.2455 + 0.5717) + 2(0.4520)] = 0.3973
Ornek 6.3 Yamuk ve Simpson yontemlerinin beraber kullanimi

Sicaklikla (T) , degisen molar 1s1 kapasiteleri (Cp) asagidaki sekilde olciilmiistiir [30].
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T(°C) 20 50 80 110 140 170 200 230
Cp(J/mol °C) 2895 2913 2930 2948 29.65 29.82 29.99  30.16

3 mol gaz1 20 °C den 230 °C ye kadar 1sitmak i¢in gerekli entalpiyi ( AH) bulunuz.
COzlm:
230
AH = [NCpdT  dir.
20
burada N=gazin mol sayis1

n=¢ift oldugu i¢in 1 ve 2 noktalar1 arasinda yamuk kuralini, 2 den 8 e kadar da Simpson kuralini kullanalim.
Boyle bir uygulama sart degildir, fakat her iki metodu da ayn1 problemde kullanmak i¢in bu yol se¢ilmistir.

AT=h=T;-Tj.1=30 °C

AH ={2(CP1 +sz)+2(cpz +Cp8 +42ij +22CF)I):|N

j=35 i=4,6

Yamuk Simpson

Yukarida verilen degerleri yerine koyarsak

AFH = 12620 ]
bulunur.
Ozet

Bu boliimde, 6zellikle laboratuvarlarda elde edilen ve olusturulan tablolarda (fonksiyon olmadan) niimerik
olarak nasil tlirev ve integral alacagini gézden gegirdik. Niimerik integrasyonda 6nemli iki yontemi ele aldik.
Bunlar, Yamuk ve Simpson yontemleri idi.

PROBLEMLER

1) [ 06 :—x dx integralin1 yamuk yontemi ile bulunuz (n=12).
2
2) | : i—x dx integralin1 yamuk yontemi ile bulunuz (n=15).
3) [ * I gy integralim1 Simpson yontemi ile bulunuz (n=10).

1 1+x2

4) [ 07(1 + x3)3/2dx integralini Simpson yontemi ile bulunuz (n=10).

5 | : 3+sll,nx dx integralin1 Simpson yontemi ile bulunuz (n=7).

6) f24x3log(x2)dx integralim1 Simpson yontemi ile bulunuz (n=5).

7) Yukarida verilen problemlerin hepsini (Ornek 6.3 dahil) MATLAB ile ¢oziip sonuglari
kargilastiriniz.



BOLUM 7 - DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERI
Amag
Bu béltimin bitiminde,

o Diferansiyel denklemlerin ¢6zimUnd

o Euler yontemiyle,

o Runga-Kutta yontemiyle
e Diferansiyel denklemlerin MATLAB deki dsolve komutu ile analitik ¢ozumlerini
e Baslangi¢-deger ve sinir-deger problemlerinin ¢ozumlerini

uygulamall olarak ogrenmis olacagiz

7.1 Numerik Cozimler

Diferansiyel denklemlerin genel olarak analitik ¢cozumleri ya yoktur ya da c¢ozumleri ¢ok zahmetlidir.
Ozellikle, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin kapali ¢dziimlerini bulmak hemen hemen imkansizdur.
Boyle durumlarda diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerine bagvurulur. Asagida klasik iki niimerik
yontemi gorecegiz, Euler ve Runga-Kutta. Daha sonra da ilgili diferansiyel denklemlerin MATLAB ile
nimerik ve hatta analitik ¢coziimlerini gorecegiz. Diferansiyel denklemlerin genel ¢ozumleri yerine Ozel
cozUmlerini bulmak istersek o zaman baslangi¢ velveya sinwr sartlarini kullanmamiz gerekecektir. Asagidaki
orneklerde bu sartlar1 kullanacagiz.

7.1.1 Euler Tek Adim Yontemi

dy
=L = f(x,
” (x,y)

verilmis olsun. X, ve y, baslangi¢ degerleri olup bilinmektedir.

Y1 = Yo +AXF (X, Yo) burada, X; = AX alirsak (ki Ax kiigiik bir adim)
Yo = Y1+ AXF (X1,Y) X 5 = 2AX
Y3 =Yz +AXE (X3,Y>) X 53 = 3AX
Yia = Yi + AXF (X, V) X iz = (1 +1)AX
Ornek 7.1 Euler yonteminin bir tanktaki konsantrasyonu (derisimi) bulmada kullanilmasi

Bir tanktaki konsantrasyon (X) zamana gore asagidaki sekilde degismektedir.
dx

T—=
dt

Burada t = tankin zaman sabitesi olup 1 olarak kabul edilmistir.

1-x
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COozim:
dx
T—=
dt

t=0 iken x,=0 ve At=0.05 olsun
x_y
dt
X, = X, + Aff (X4, ) t, = At
X, = X, +Aff (x,,1,) t, = 2At
X, =X, +Atf (x,,t,)  t, =3At

1-x

Buna gore t=0.1, 0.2, 0.4 ve 0.8 saatlerdeki konsantrasyonlari bulunuz.
Kod 7.1

MATLAB programi ile ¢dziim:

function dydt=0rnek71(t,y)

tspan=[0 100];

y0=0

dydt=1-y

[t,y]=0de45('Ornek71',tspan,y0)

plot(t,y(:,1))
NEEAS RRODRL- 20 "BOE0)-

0 Note new toolbar buttons: data brushing & linked plats g‘f @J Play video
14

L7 S —— S R — R .

1h--

0.8

0.6

T ——————_—

0.2f--remmrennenferneane e Lan! EESERNIRES fronneennea 4

0

Sekil 7.1 Ornek 7.1in ¢oziimii

(Cevap: MATLAB ile ¢oziimiinde sirasiyla y=0.098, y=0.185, y=0.337 ve y=0.560)

Ayni problemin analitik ¢oziimii ile (ki kolayca elde edilebilir) t=0.8 i¢in x=0.551 bulunur ki bu da Euler
yonteminin iyi bir yaklagim yaptigini gostermektedir.

Ayn1 problemin analitik ¢oziimii de asagidaki kodla bulunabilir:
Kod 7.2

function [t,y]=0rnek72_1(t,y)

y=dsolve('Dy=1-y, y(0)=0"

y =1-exp(-t)
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y=inline(1-exp(t))
y(t)=1-exp(-t)
y(0.1)=0.0952
y(0.2)=0.1813
y(0.4)=0.3297
y(0.8)=0.5507

degerleri bulunmus olur. Béylece bu karsilastirma ile Euler yonteminin ne kadar gegerli oldugu anlagilmis
oluyor.

7.1.2 Runga-Kutta (R-K) Yontemi

Bu yontem, ozellikle kimyasal reaksiyon miihendisliginde, proses kontrolde, 1s1 ve kiitle transferinde sikca
kullanilmakta olup olduk¢a kuvvetli bir yontemdir. Birinci mertebeden

dy
he A )
dt ( y)

diferansiyel denklemi verilmis olsun.

Adim adim ¢6ziim:

K, + 2k, + 2k, + k
Ynir = Yn T L 2 6 2 A
olur.
Burada,

klzhf(tn’yn)
h k
k,=hf|t +—=,y, +—=
2 (n 2 y 2)
h k
ky=hf|t +=,y, +-2
3 (n 2 yn 2)

k, =hf(t, +h,y, +k;)

olarak verilmistir

Buna 4. mertebeden Runga-Kutta Yontemi denir.

Ornek 7.2 4. Mertebeden R-K yonteminin diferansiyel denkiem ¢oziimiinde kullanimi

Asagida verilen diferansiyel denklemi 4. mertebeden R-K ile ¢ozulniz.

d
d—i’=y+x2—1 y(0)=0
COzim:

Problemin MATLAB ¢6ziimii (Kod 7.3) asagida verilmistir.
1. Fonksiyon ve ilk y degeri tanimlaniyor.

2. for dongust ile bir sonraki asamada kullanilacak y degeri hesaplaniyor.
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3. Dongii i¢inde yukarida verilen denklemlere gore ki, Ko, ks, K4 ve bir sonraki adim igin yeni y degeri

hesaplaniyor.

Bulunan sonug analitik sonuca (y=21905 ) yakindir.

% Runga-Kutta

f=inline('y+x"2-1")

y=0;

h=.1;

for x=0:0.1:10
k1=f(x.y);
k2=f(x+h/2,y+k1/2*h);
k3=f(x+h/2,y+k2/2*h);
k4=f(x+h,y+k3*h);
y=y+(1/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4)*h;

end

disp(y)

y= 2.4220e+004
Kod 7.3

Ornek 7.3 Birinci mertebeden bir reaksiyon hiz ifadesinin Runga-Kutta yontemiyle ¢ozumi

A--->R reaksiyonu birinci mertebeden olup, reaksiyon hizi

N a=mol sayis1, N A =1 mol (t=0 da)

A —_3N A ile verilmistir (k=3 saat™l),

Buna gore dordinci mertebeden Runga-Kutta metodunu kullanarak 0.2 ve 0.4 saat sonraki "A" nin mol

sayisini bulunuz.

COozim:

Na=y diyelim.

_dy

ot =3y= f(t,y)=—3y Ah=0.2 saatolsun.

k, = Ahf (t,, y,) =

0.

k 0.6
k,=Ah.f| t,+—, L 1-—||=-042
ot )09 {150
{2, -0 10| o

42
2
k,y)=0.2[-3(1-0.474)| = -0.316

2(-3*1)=-0.6

k, = Ah.f(t, +Ah, y, +
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yi =1+ —0.6-0.42 -0.474 —0.316 05494 mol

6

Aym sekilde
y,=0.302 0.4 saat igin

y,=0.166 0.6 saat icin
y,=0.091 0.8 saat igin

Bu denklemin analitik ¢czimi

y=y5e ™

Buna gore

t=0.2 saat ise y=0.5488

t=0.4 saat ise y=0.3012 bulunur ki bu da Runga-Kutta ile buldugumuz degerlere ¢ok yakindir.

Bu problemin MATLAB ¢6zimidine ait ifadeler asagida verilmistir

Kod 7.4
y=dsolve('-Dy=3*y,y(0)=1")
y = exp(-3*t)
y=inline('exp(-3*t)")
y=

Inline function:

y(t) = exp(-3*t)
y(.2) =0.5488
y(.4)= 0.3012

7.2 Analitik Cozimler

Adi Diferansiyel Denklemlerin (ODE) Analitik (Sembolik) olarak ¢ézim

Mademki diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerine goz atmaktayiz, bu arada MATLAB ile bu
denklemleri sembolik (exact) olarak nasil ¢oziilecegine bir goz atmanin da faydal olacagi kanaatindeyiz

Diferansiyel Denklemlerin Bilgisayar Cozumleri

Birgok matematik problemini, bilgisayarin destegini alarak kolayca ¢o6zebiliriz. Bunun i¢in matematik
destegi veren uygun bir bilgisayar programi kullanmaliyiz. Bu amaca yonelik bir¢ok program ticari olarak
tiretilmisti, MATLAB, MATHCAD, Mathematica, MAPLE gibi. Bunlardan en yaygin kullanilanlardan
birisi MATLAB programidir ki biz de bunu kullaniyoruz.

Bunun i¢in asagidaki kurallara dikkat etmeliyiz.

i) MATLAB, y gibi bir fonksiyonun varsayillan degiskenini X degil t olarak kabul etmektedir. Yani
diferansiyel denklemimizi yazarken, serbest degisken i¢in t kullanmaliyiz.
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Not: Sayet, degisken olarak x (veya baska bir harf) kullanmak istersek, bunu, komut i¢inde virgiil ile
ayrilmus iki ' (kesme) isareti arasinda belirtmeliyiz.

ii) p’ tirev fonksiyonu igin Dy, y*’ (2. mertebeden tlrev fonksiyonu) icin D2y, y’*’ (3. mertebeden tlirev
fonksiyonu) i¢in D3y yazmaliyiz.

iii) MATLAB, denklemleri sembolik olarak ¢ozdiigiinden, denklemleri ve gerekirse 6zel degerleri iki
‘(kesme) igareti arasina yazmaliy1z. Birden fazla ifade yazilacaksa, ayra¢ olarak aralara virgul (,) koymaliyiz.

dsolve Komutu

t bagimsiz degiskenine bagli y gibi bir fonksiyon ve tiirevlerinden olusan sembolik ifadeye karsilik gelen
diferansiyel denkleminin genel ve istenirse tanimlanmis baslangi¢/sinir degerlere karsilik gelen Ozel
cozumlerini bulmaya yarar.

Genel ifade
dsolve (‘diferansiyel denklem’,’6zel deger1’,’6zel deger2’, ...)

komutuyla yazilan diferansiyel denklemin 6zel degerl, 6zel deger2, ... 6zel degerlerine karsilik gelen Gzel
¢6zUmana buluruz.

MATLAB programlama dilinde birinci mertebeden diferansiyel denklem ¢ézimlerini yaparken diferansiyel
denklemi asagidaki sekle koyar ve dsolve komutu ile ¢dzeriz.

y =dy/ dx=g(x,y)

Ornek 7.4 dsolve komutu ile genel ¢6zim bulma

y’ =)? ise t degiskenine bagh diferansiyel denklemin genel ¢6zimiind bulunuz.
COozlm:

dsolve (‘Dy=y"2’)

ans =y =-1/(t-Cl1)

Burada C1 integrasyon sabitidir. Sinir ve/veya baslangig sartlari ile degeri bulunabilir.

Ornek 7.5 dsolve komutu ile genel ¢6ziim bulma

y’ = y?+1 ise t degiskenine bagh diferansiyel denklemin genel ¢éztmuins bulun.
GOzim:

dsolve (‘Dy=y"2+1°)

ans =y = tan (t+C1)

Ornek 7.6 dsolve komutu ile x’e gore denklem ¢ozme
y’ = y/x ise ¢oziimil bulunuz.

GOzim:

dsolve (‘Dy=y/x’, X’)

ans= Iny=Inx+ C1olur
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Ornek 7.7 Sumr-deger problemi
d’y
dx?

ise 0zel ¢bzimi bulunuz (sinir-deger problemi)

—y=0, y(0)=3vey(l)=-5

COozim:

y=dsolve('D2y-y=0', 'y(0) = 3', 'Dy(1) = -5

y =(3*exp(-1)-5)/(exp(1)+exp(-1))*exp(t)+(5+3*exp(1))/(exp(1)+exp(-1))*exp(-t)
simplify(y)

ans =(3*exp(t)-5*exp(t+1)+5*exp(1-t)+3*exp(2-1))/(exp(2)+1)

pretty(ans)

3exp(t) -5exp(t+1)+5exp(l-t) +3exp(2-t)

exp(2) +1

Ornek 7.8 Ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢éziimii
y’+5y +4y=5x+3

diferansiyel denkleminin genel ¢dzimdiinu bulunuz.

Cozum:

y =desolve (D2y + 5*Dy + 4*y = 5*x +3°, x’)

y = C1*exp(-x)+ C2*exp (-4*x)+5/4*x-13/16

Ornek 7.9 Diferansiyel denklem sistemlerinin ¢ozumu
Asagidaki t’ye bagli denklem sistemini ¢oziiniiz.

X' =x+2y-z

y=x+z
z’=4x—-4y+512
COozim:

[X,V,z] =dsolve (‘(Dx=x+2y—-2’, Dy=x+2’, ‘ Dz=4X -4y +5 2°)

X = 2*C1*exp(2*t)-2*C1*exp(t)-C2*exp(3*t)+2*C2*exp(2*t)-1/2*C3*exp(3*t)+1/2*C3*exp(t)
y = 2*C1*exp(t)-C1l*exp(2*t)+C2*exp(3*t)-C2*exp(2*t)+1/2*C3*exp(3*t)-1/2*C3* exp(t)

Z = -4*C1*exp(2*t)+4*CL*exp(t)+4*C2*exp(3*t)-4*C2*exp(2*t)-C3*exp(t)+2*C3*exp(3*t)



Matlab lle Kimya Miihendisliginde Matematiksel Modelleme

Ornek 7.10  X’e gore diferansiyel denklemi ¢ozme

% =4x+9y diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiini bulunuz.
X

Cozim:
¢6zlm = dsolve(‘Dy=4x+9y’,’x’)

¢cozum =-9-4x+exp(x)*C1

Ornek 7.11  X’e géore ozel ¢oziim bulma

Ornek 7. 10 icin y(0) = 5 baslangi¢ kosulu ile dzel ¢dziimiinii bulunuz
Cozum:

¢6zUm = dsolve(‘Dy=4x+9y’,’y(0)=5","x")

¢cozum =-9-4x+5*exp(x)

Ornek 7.12  Baslangig-deger probleminin dsolve ile ¢ozimii

dy ., _ 5

d_ =3Y* ve y(0) = 4 baglangi¢ deger probleminin 6zel ¢éziimiinii bulunuz.
X

¢6zUm= dsolve (Dy=3*y"2, ‘y(0)=4",’x")

¢cozum = y=-4/(12*x-1)

Ornek 7.13  X’e gore genel ¢iziim bulma

y’ + 4y = 3x diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.
COozim:

y=dsolve(‘Dy+4*y=3*x","x")

y= C1* exp(-4x) +3/4*x-3/16

7.2.1 Coklu Diferansiyel Denklemler

89

Biz burada iki bagimh diferansiyel denklemi goz oniine alip bunlar1 ayn1 anda Runga-Kutta ile nasil

cozecegimizi ornekle ortaya koyacagiz.
y =f(t, y, 2)
z' =gt y, 2)
denklemlerin ¢6ziimiine bakalim:
Ky + 2Ky +2k3 + Ky
6

;s +I1+2I2 +213+1,
n+1 n 6

Yni1=Ynt

Eger h=integrasyonda kiiciik bir adim ise
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+h,y, +ky, 2, +1,)
h_hqg+hw+&JMH)

ki ve lj'lerin klicuk indekslileri hesaplandiktan sonra bityiiklere dogru gidilmelidir.

Bu durumu, kimya miihendisliginde ardisik reaksiyon sistemine uygulayarak ornekleyelim [40-45]

Ornek 7.14  Ardisik kimyasal reaksiyonlarin konsantrasyonlarimn tayini

LN - LN

ardisik seri reaksiyonlarinin birinci mertebeden oldugunu kabul edelim.

k1=3 saatl, k2=1saatl, t=0 iken przl mol, ve NR0 = NS0 =0 olsun.

a) 0.2 saatlik artiglarla A, R ve S in konsantrasyonlarin1 Runga-Kutta metodunu kullanarak bulunuz.
Burada h=0.2 saat olsun.

b) Bu neticeleri analitik yoldan elde edilen Na, Ng ve Ng konsantrasyonlari ile kiyaslayiniz.

COzim:

Na=y, NR=z diyelim

dN, dy

= -3N -3
dt r T y
dNy dz

“3N,-N, =>%_3y_;
A R at y

Denklem sistemleri elde edilir.
Boylece
f(t, y, 2)=-3y
g(t, y, 2)=3y-z
olur.
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k, =0.2[(-3)1)]=-0.6
|, =0.2[3.1-0]=0.6

k, = 0.2{(— 3)(1+ %H =-0.42
l,=0.2 (3)(1—%j 981 036
2) 2
k, = o.2[(— 3)(1—0'—;2j + o} =-0.474
l, = 0.2[3(1—%J —(@ﬂ =0.438
2 2
k, = 0.2{— 3(1—0'%7? + 0} =-0.3156

|, =0.2[3(1-0.472)—-0.438] = 0.228

,~06+ 2(-0.42)+ 26(— 0.474)+(0.3156) _ 0.5494
mol

, 0.6+2(0.36)+2(0.438)+0.228 _ ,

6 mol

y1:1

z,=0

Madde denkliginden Ng = 0.0466 mol olarak bulunur.
Simdi bunu analitik yolla ¢ézelim:

A 3R 53

dN k1

th:—3NA:>NA:NA0e !

dN dN "
L =KIN, k2N, = =B+ k2N, =KIN, =KIN e

Bu denklem birinci mertebeden lineer bir denklemdir ve

% + P(x)y = Q(X) seklindedir.

Burada,
NR=y, P()=kp, Q(x)=kINpeK1tdir.
Integrasyon faktdriinii kullanirsak

Genel ¢ozim:

91
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, e_J'p(x)dx jeIP(X)dX.Q(x)dx Lk

K =integrasyon sabiti
olur.

Bunlar1 yerine koyduktan sonra integrasyon yapildiginda

NR: klNAo e—klt+Ke—k2t
k2 -kl

elde edilir.

t=0 NR=0 ve Ng=0, Na=I olduguna gore

k1NAO

K=- bulunur.
k2 -kl

Ng = klNA) fk1t+e7k2t
k2 -kl

olur.

Na+NR+Ng=1 olduguna goére

N =N, 1—(—k2 )e‘k”+[—k1 )e‘“t
k2-1 k2 -kl

N=0.5488 ve NR=0.4049 bulunur ki bu da Runga-Kutta ile elde edilen ile hemen hemen aynidir.

ifadesi ile elde edilir.

Simdi t=0.2 olarak alinirsa

Bu problemin MATLAB programu ile grafiksel ¢6ziimii agagida verilmistir (Sekil 7.2)

Kod 7.5

function dNdt=0Ornek14(t,N)

% dNA/dt=-kINA

% dNR/dt=k1NA-k2NR

% dNS/dt=k2NR

% NA=N(1), NR=N(2), NS=N(3) olsun
global k1 k2
dNdt=[-k1*N(1);k1*N(1)-k2*N(2);k2*N(2)];
% Asagidaki kosum (Run file)dosyasini yazalim
cle, clf, clear, k1=3; k2=1;

tspan=[0 4];
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NO=[1 0 0[;
[t,N]=0de45('Ornek14',tspan,NO)
plot(t,N(:,1),t,N(:,2),t,N(:,3))
legend('NA','NR','NS')
xlabel('zaman (dk)")
ylabel('konsantrasyon, mol/L")

title( Ardisik reaksiyonlar’)

Ardigik reaksiyonlar

T e —
-
~ -
S e NA
”
E.. ,,,t .............. NB
c e
S o\ L | 7= NS
>
0
G
=
C -
@
%]
c
S 02 X T |
X Ve NG
2 3 4
zaman (dk)

Sekil 7.2 Ardigik reaksiyonlarin grafiksel ¢oziimii

Ozet

Bu boéliimde, mithendislik ve fen uygulamalarinda son derece 6nemli olan diferansiyel denklemlerin Euler ve
Runga-Kutta yontemleriyle nasil ¢oziilecegi tartigildi. Sembolik (analitik) ¢6ziim i¢in MATLAB’de dsolve
komutunu kullanarak tek veya coklu diferansiyel denklemlerin ¢ozimleri Orneklerle verildi. Ayrica
baslangi¢-deger ve sinir-deger problemlerinin MATLAB’de nasil ¢6ziildiigii gosterildi.



BOLUM 8 - KIMYA MUHENDISLIGINDE ONEMLI BAZI PROSES
VE BIiRIMLERININ MODELLENMESI
Amag

Bu bélimin bitiminde,

o Bazi proses birimlerinde, ornegin

o Kanatcgiklar (1s1 transferi)

o Buharlastiricilar

o Reaktorler (Kesikli, TKSR ve PAR)
) Denge Proseslerinde

o Tek kademeli

o Ters akimli ¢cok kademeli

sistemlerin nasil modellendigini 6grenmis olacagiz.

8.1 Kanatciklardan Is1 Transferi Modeli

Kiguk bir kontrol hacmi alalim. Bu hacmin kesiti A(x), yiizey alan1 da S(x) olsun. Bu durum Sekil 8.1°de
gosterilmistir [46-48].

0
DL T L

Sekil 8.1 Kanatgiklardaki (fins) 1s1 transferi

v

Burada kanatcigin kesitinin x istikametinde degistigini kabul edelim. Kontrol hacmine kondiksiyonla
(iletim) gelen 1s1 1, ¢cikan g2 ve konveksiyonla (tasinimla) disar1 yayilan 1siya da gs dersek:

01= 02+ Qs
yazilabilir. Yatigkin halde

kadT
dx

_kadT

- —hS(T-T,)=0 opur.

X+AX X

T, = ¢evre sicakligi olup sabittir

P(x)=kanatgigin gevresi



Kanatgiktaki sicaklik dagilimini bulmak igin, bu diferansiyel denklemi ¢6zmek gerekir. Eger

©=T-T,, k=sabitve A da degismiyorsa o zaman yukaridaki diferansiyel denklem

d’®@ hP

dx? - UA\G) =0 haline donistiiriilebilir. Bu denklemin ¢6ziimii iKi Sznir sarti gerektirir.

Sinir sartlari:

Matlab lle Kimya Miihendisliginde Matematiksel Modelleme

S(x) = P(x)Ax
U
: X |\ X
X _hP(T-T.)=0
IA"IJ AX ( )
d dT
— | KA=— |-hP(T -T,)=0
dx( dxj ( w) olur.

Ug tip sinir sarti ile karsilasabiliriz:

a) T=TO @x=0
T=TL @x=L

b) T=T0O @x=0
—:O =
ax @x=L

c) T=TO @ x=0

(Ucta izolasyon var)

@ x=L (Ugtan disariya konveksiyonla 1s1 transferi oluyor)

Yukarida verilen ikinci dereceden diferansiyel denklem igin

k9T h(T -T,)
dx
Genel ¢ozim:
burad m? = P
urada, KA

®=ce™+ce ™

Hiperbolik fonksiyon halinde ise

95
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® = A-cosh mx+ B -sinh mx olur.

X —X X

e’ +e ) e
coshx:T, sinh =

—X

—€

oldugunu hatirlayimiz!

“b “ sin1r sartlarii kullanirsak

@ T-T, ™ N e ™
©, T,-Too 1+e’™ 1+e”™

bu sinir sartlarini kullandiktan sonra

g = cosh [m(L _ X)] bulunur, @ =T —TOO oldugunu hatirlaymiz.
0O, cosh mL

Kanatciktan transfer olan 1s1
q=[h[T T, Jds = [ heds

veya

_ kAdT
q_ dxlO

denkleminden bulunur. Eger T=f(x) fonksiyonu belli ise bu son denklemin kullanilmasi

daha uygundur.

8.2 Buharlastiric1 Modeli

Buharlastiricilar (evaparatorler), seyreltik olan bir ¢ozeltiyi daha derisik bir hale getirmek igin kullanilan bir
1s1 degistiriciden bagka bir sey degildir. Burada ¢oziicii ile ¢oziinen arasinda biiylik bir kaynama noktas:
Sfarkr vardir [49].

Buharlastiricilar i¢in genel denklikleri Sekil 8.2 iizerinde gorelim:
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Buhar, %
T—'
U H
(seyreltik) 1%y
F. Besleme
TF.-:(F.-hF P'I
I —
T
(2 I=sitrna buhan 1 Kondensat
—_—
—
Ts.Hg Ts .hs
Konsantre likid, L
s

T‘I ,.\-'CL,hL

Sekil 8.2 Tek Kademeli Buharlastirici

S = Istimin besleme debisi

Tr = Besleme sicakligi

Xr = Besleme konsantrasyonu

he = Besleme entalpisi

F = Besleme debisi

Ts = Isitma istiminin sicakligi

Hs = Isitma istiminin entalpisi

hs = Kondensatin entalpisi

T1 = Buharlasan ¢6zeltinin sicakligi
h. = Konsantre ¢ozelti entalpisi

L = Konsantre ¢ozeltinin debisi

XL = Konsantre ¢ozeltinin konsantrasyonu

yv = Anahtar bilesenin buhar mol fraksiyonu

q=U-A-AT, AT=T.-T,

A=H s hS (Istimin gizli buharlasma 1s151)

Simdi hem kiitle, hem de enerji denkliklerini yazalim:

Yatiskin halde: F=L+V  (total denklik)

Coziinen komponent denkligi: ~ F - Xg =L+ X_ (yv=0)
Enerji denkligi:

F-he+S-H,=L-h +V-H,+S-h; (Yatiskin halde)

97
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veya

F-h.+S-A=L-h_ +V-H, (4A=H,—h, oldugunu hatirlayimz)
Transfer olan 1s1:

q=S-(H,-h)=S-4 olur.

Bu durumu niimerik bir problemle 6rnekleyelim.

Ornek 8.1 Buharlastirict hesaplamalar [30]

Tek kademeli bir buharlastiriciya 9072 kg/saat lik bir debi ile % 1 (agirlik) tuz c¢ozeltisi devamli olarak
beslenmektedir. Giris sicakligi 311 K olan besleme akimi1 % 1.5 ‘a kadar buharlagtirilacaktir.

Buharlastiricidaki basing 1 atm olup ve 1sitma buhar1 da 143.3 kPa da doymus olarak gelmektedir.

Toplam 1s1 transferi katsayis1 U=1074 W/m?K dir. Buharlastiricidan ¢ikan buharin miktar1 ile gerekli 1sitma
yiizeyini “A” ve istim miktar1 "S" yi hesaplayiniz.

Cozelti seyreltik oldugu i¢in kaynama noktast suyunkine esdeger kabul edilebilir. Giren akimin spesifik 1s1

kapasitesi C pr =4.14 klJ/kg K olarak alinacaktir.

L
—* MAByhar =<<b7 =H,,

A Staam=2230

F=9072 kgth
_—¥
XE =001 T=311K| 101kPa
Cp_=414 -
pF Kondensat, 5
—_ —
5 383K Tg=388
Aigtim =2230
T =373K

L. x| =0.015 (% 1.5)

Sekil 8.3 Ornek 8.1’¢ ait akis diyagranm

COozlm:
Toplam kiitle denkligi:
F=V+L 9072=V+L
Coziinen bilesen icin denklik : F * xgp = L * x|,
9072(0.01)=L(0.015)
Bu iki denklemden, L= 6048 kg/ saat

V= 3024 kg/saat bulunur.
Kaynama noktas1:373 K

Referans sicakligimiz 373 K olsun
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he =C,, (T--T,), h =0 anrsak
F'h|:+S'HS:I—'hL+V'Hv+S.hS; Hv:ﬂbuhar

9072(4.14)(311-373) + S(2230) = 3048 (2257)
S = 4108 kg/saat

g =S - Aigtim = 4108(2230) 1000/3600 = 2544000 W

AT=Ts-Ts
q = U*A* T = 1704 (A) (383 -373) A=149.3 m2

8.3 Reaktorlerin Modellenmesi

Kimyasal reaksiyonlarin i¢inde olustugu kaplara reaktor denir. Bunlar, kesikli (batch), varikesikli (semi-
batch) veya sirekli (continuous) reaktorler olarak akis itibariyle tice ayrilir. Reaksiyon soz konusu oldugu
icin bu tip sistemlerde hem toplam kiitle denkligi, hem de bilesen denkliklerini yazabiliriz. Asagidaki Sekil
8.4 de verilen sistemi g6z Oniline alalim. Burada herhangi bir "'j" bileseni i¢in mol denkligini yazabiliriz. "j"
reaktant olabildigi gibi {irlin de olabilir.

Sistermin simn

Fi="" nin malar dehisi

Sekil 8.4 Reaksiyonun gergeklestigi bir sistemde mol denkligi

Giren+Uretilen-Cikan=Biriken
dN;

_ J

V= sistemin hacmi ve r;= reaksiyon hizi ise O i =V I} olacaktir.

"ri" sistemin her yerinde ayni olmayabilir!
Eger reaksiyon hizi her tarafta ayn1 degilse o zaman sistemi ¢ok kiigiik AV hacimlerine bdlmemiz

gerekir. Her kiiglik hacimde reaksiyon hizinin sabit oldugunu kabul edip, sonra da elde edilen degerler biitiin
sistem i¢gin integre ederiz. Sekil 8.5’ e bakalim.
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r-i=“i" hacmindeki
"I" nin reaksiyon hizi

Sekil 8.5 Reaktorlerde Daginik Parametre Sistemi

AG, =r; -AV,
AG, =T1. -AV & M
’ g ? Z AG i~ Gj = Z I’ji ) AVi (M kiigiik hacimlerin sayisi)
=1 i=1
AG; = r; AV,
Eger

M — o ise Gj =Lrj-dv

olur.

Boylece yukaridaki sistem igin

elde edilir.
Bu genel denklemden yola ¢ikarak herhangi bir reaktoriin modelini yazabiliriz.

8.3.1 Kazan Tipi Kesikli Reaktor (KR) (Batch Reactor)
Fjo = I:j =0 ( Giren ve ¢ikan yok )
dN,

J r i’ dv = — sekline indirgenmis olur. j bileseninin, A reaktanti oldugunu

dt

diisiiniirsek ve eger V=sabit ise

1dN,
Vo dt A
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d(N,/v) dC.

—r A reaktant ise reaksiyon hizi "-ra" olur
dt dt Aot Y A" olur)
T <0 olduguna liitfen dikkat ediniz.

8.3.2 Tam Kanistirmah Surekli Reaktér (TKSR) (Continuous-Stirred-Tank-Reactor, CSTR)

Bu tip ideal reakttrlerde % 100 ‘liik bir karisma oldugu igin reaktoriin her tarafinda hem konsantrasyon
hem de sicaklik aynidir. Ayrica ¢ikan tiriiniin konsantrasyon ve sicakligi ile reaktordeki konsantrasyon ve
sicaklik aymidir (Sekil 8.6).

Feaktantlar

| /
1]

C.-":"-. 4
Uriinler

Sekil 8.6 TKSR

dN,
Fj0+jrj-dV—Fj=T

Genel denklemini goz oniine alirsak ( yatiskin halde sag taraf sifir olur)

Burada birikim olmadigma ve F j, 1le Fizo olduguna gore
0

F. —F;
F, —F=-1rV - yv=20_1
Jo J Tj - —7;
model denklemini elde ederiz.
Eger x=doniisiim ise Fj = Fjo (1_ X j) olduguna gore,

Fi, X
V= de yazilabilir.
T

"j" reaktant ise

-i>0  ve (Fjo -F )>O

i
""" Orln ise

<0 ve (F-—F-)<0

Jo J

FjZCj Vv
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Burada, v hacimsel debidir.

Bu tip reaktorler daha ziyade sivi faz reaksiyonlarinda kullanilir. Reaksiyonun hiz denklemi biliniyorsa belli
bir doniisiim igin V hesap edilebilir. Cogu zaman reaksiyon hizi, doniistim, "X;" nin fonksiyonu olarak ifade
edilir.

Déoniisiime gore verilen denklem diizenlenirse

Vv 1 1

= = —r'X j yazilabilir. Eger —r ., Xj ‘ye kars1 ¢izilirse pozitif mertebedeki bir reaksiyon igin

Jo J j
Sekil 8.7 deki grafik elde edilir.

1
1 1 T=f (xj')funksiyunu
i

v .
— aegltr
_____H_/Tarall alan an §

s
Sekil 8.7 TKSR hacminin Levenspiel grafiginden bulunmasi
Ornegin, burada tarali alan F j, 1le carpilirsa % 80 doniisiim i¢in gerekli reaktdr hacmini bulunmus olur

8.3.3 Piston Akish Reaktor (PAR)
(Plug-Flow-Reactor, PFR)

Ideal olan piston akigl boru tipli reaktdrlerde, konsantrasyon reaktdr boyunca degistigi i¢in, TKSR nin
aksine, kiglk bir reaktor hacmi se¢ip mol denkligini o kontrol veya elementel hacim (izerinde yapip sonra
da biitiin reaktor boyunca integre etmemiz gerekiyor (Sekil 8.8).

Elementel hacim, &%

=’y
) Fily) O Fily+ay]
\' |

Y

|

by
o, x, gikig
C

'
x=0 Cp, - gikig

Sekil 8.8 Piston Akisl Reaktor (PAR)
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Yatiskin halde,

dN .

J

ot

Kiglk elementel AV hacmi (izerinde *'j" nin mol denkligini yazarsak

IAvrj -dV =1, - AV
Burada AV = A- Ay olup ‘A’ boru kesitidir.
= F;(y)+r,-AV —F;(y+Ay)=0
Fi(y)+r,-A-Ay—F,(y+Ay)=0
Fi(y+ay)-F(y)=r;-A-ay

(Her iki tarafi Ay “ye boliip ve Ay ‘yi sifira gotiiriirsek )

Fi(y+ay)-F,(y)

I =r A
Im Ay j
dFj oIFj

- = rj Ao —= rj

dy dv

v dF, d(v-cj) 1 dc,
§ T ¢ Vi
"X
¢, =c, (1-X,) olduguna gore V =V-Cj |— ol =hacimsel debi ol it kabul
i =Ci, j ) olduguna gére o J . olur. Burada v=hacimsel debi olup sabit kabu
0 j

edilmistir.

Bu son denklemde — I‘j = f (Xj ) dir. Bu integrasyonu yapabilmek icin " - r; " nin X ile nasil degistigini

bilmek lazimdir. Bu iligski ¢ok karmasik ise o zaman V (reakt6r hacmini) bulmak igin analitik olarak
integrasyonu yapamayabiliriz. Bu durumda, Onceki boéllimlerde gordiigiimiiz niimerik integrasyon
yonteminden ( Euler, Runga-Kutta, Simpson, vs. ) birini kullanmak suretiyle gerekli integrasyon yapilabilir.

Ornek 8.2 Reaktor hacminin bulunmast
A--->B Reaksiyonun hiz denklemi -ra=k*Ca olsun (1. mertebe).

Eger bu reaksiyon ideal piston akigh bir reaktorde gerceklesiyorsa reaktor hacmi
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Ca . C
V:vj deA :L\In Cal =Vin A
—kc, -k “ koo,

Cag

denkleminden bulunur. Sabit sicaklikta hiz sabiti (_daha dogrusu hiz katsayisi ) sabittir. Clinkil k sadece
sicakligin bir fonksiyonudur. ( Katalitik reaksiyonlarda k’nin, katalizériin de ayn1 zamanda bir fonksiyonu
oldugunu burada belirtelim).

V’yi x cinsinden bulunuz.

COzum
Ch —Cp c
X =2 =1--A
Ca, Cay
x=dOnilislim
C
— A =1-x
Ca,
Yukaridaki denklem
\"
V=—r |n(1— X) seklinde de yazilir
Genel olarak, x doniisiim ise
X
dx
V=F,[—
—-r
0~ 'A
oldugunu bu kez de siz tiiretiniz.
Boylece 6zetlersek:
1 dN,
V= ( Kesikli kazan tipi reaktor )
FAo
V= r XA ( Tam karistrmaly siirekli reaktor)
A
¢ dx
V= FA0 _[ ( Piston akish reaktor )
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Eger -ra ¢ok karmasik ise o zaman Sekil 8.9 da goriildiigii gibi ]/ — I, , Xa’ ya karsi ¢izilir ve grafiksel
olarak reaktdr hacmi bulunur.

-1/ra -1/ra egrisi
/ |__Alan=V/F, (TKSR)
/
X
-1/ra -1/rp egrisi
|_Alan=V/F,, (PAR)

Sekil 8.9 TKSR ve PAR hacimlerinin grafiksel olarak bulunmasi

Ayni doniisiim i¢in (V)tkrs > (V)rar oldugu grafikten de agik olarak goriilmektedir. Daha fazla bilgi i¢in
ornegin, Fogler [31] ve Levenspiel' in [42] alaninda ¢ok iyi olan kitaplarina bagvurabilirsiniz.

8.4 Denge Prosesleri

8.4.1 Tek Kademeli Denge Prosesleri
iki ayn fazi temas haline getirdigimizde eger ¢oziinen komponentlerden biri her iki faza da

dagilabiliyorsa o komponent dengeye varincaya kadar iki fazda belli konsantrasyonlarda yer alir. Bu durum,
ekstraksiyon, distilasyon ve absorbsiyonun temelini olusturur. (A+B+C) komponentlerinden olusan iki fazi
g0z Oniine alalim (Sekil 8.10).

"‘-.-""|4— 4—"\-"'2

Froses

Lg— ——— Ly

Sekil 8.10 Denge prosesi
Total denklik: Ly +V, =L +V,=M
(A) denkligi: LoXao+ VaoYaz =LiXa1t+ Viyai = M Xam
(C) denkligi: LoXco+ VaYyco = LiXc1 + Viye1 = M Xem
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Xam= M deki "A"nin kiitlesel fraksiyonu

Bu ii¢ denklemi ¢6zmek i¢in ayrica komponentler arasinda denge ilisiklerinin de bilinmesi gerekir

(Asagida orneklerle gorecegiz).

8.4.2 Gaz-Sivi Sistemler
"A" nin V fazi i¢inde ¢oziindiiglini distinelim (V = hava olsun).
"A" nin yine L fazinda da ¢6ziindiigiinii kabul edelim (L = su olsun)

Havanin sudaki ¢oziiniirliigiinii ihmal edersek A sadece iki faz arasinda belli bir degere gelinceye kadar
dagilacaktir.

Buna gore L = suyun miktari

V' = havanin miktar1 ise

[ X . X
1- X, 1-y, 1- X, 1-y,

Yukaridaki denklemi ¢6zmek igin y/_\1 ile X A, arasinda dengeyi veren Henry yasasimi kullanmak
gerekiyor.

Burada H' Henry sabitidir.

Ornek 8.3 Gaz-siv: sistemler
293 K de CO; iceren hava su ile temasa getiriliyor. CO; suda ¢oziiniyor. Tek kademeli sistemde

meydana gelen bir absorbsiyonda ¢ikis gazi ile ¢ikan sivi dengede oldugu kabul ediliyor. Gazin giris debisi
100 kmol/saat ve % 20 CO; igermektedir. Suyun giris debisi 300 kmol/saat olduguna gore ¢ikan gaz ve
sivinin miktarlar1 ve bilesimlerini bulunuz.

02 +hava COs +hava (100 kmol/saat)
— T=293K —— Y
W1=T Yuq=? YA2=D.2 Z
R —
saf su su+Cl;
—_— ¥ —
Lp= Ly=7
(1 =300 krnol/saat 1=" A=CO3
XA_|='?

H'=0.142-104 atm/mol fr.

Sekil 8.11 Ornek 8.3’¢ ait akis diyagrami
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L' = Lo =300 kmol
V' =V,(L-y, )=100(1-0.2)=80 kmol/saat

CO: i¢in balans1 yazarsak

X
3oo(ij n so(ﬁj -300 —2 |+80 Ya
1-0 1-0.2 1-X, 1-y,

Elimizde bir denklem ve iki bilinmeyen var (X, V€ Y, ). Ikinci bir denkleme daha ihtiyacimiz var ki bu

da Henry yasasindan gelen iligkidir.
— 108
Y, =0.142:10°x,
verilmig olsun.
i Ya " in bu degerini yukarida yerine koyarsak
— 104
X, =1.41.10
y, =02
L

L = =300 kg/saat
1-X,y

V, = v =100 kg/saat
1-Ya

Boylece giren ve ¢ikan akimlar ve bilesimler hemen hemen aymi kalmaktadir. Bu da CO2’ in sudaki
¢oziinvirliigiiniin az oldugunu gostermektedir.

8.4.3 Ters Akimh Cok Kademeli Prosesler

Biraz 6nce verdigimiz o6rnekte tek kademeli temasta transfer olan maddenin miktar1 ¢ok azdi. Endiistride bir
fazdan diger faza daha ¢cok madde aktarmak i¢in tek kademe yerine ¢ok kademeli sistemler kullanilir.

Her kademeyi terkeden fazlarin termodinamiksel dengede oldugu kabul edilir. Burada ¢ikaracagimiz
denklemler ¢ok kademeli (multiple-stage) operasyonlarin (distilasyon, ekstraksiyon, absorbsiyon, vb.) hepsi
icin gegerlidir.

Iki fazli ters akim prensibine gore galigan bir sistem asagidaki Sekil 8.12° de sematik olarak verilmistir.

vy Wy Wy Wi Vet 1 YN N+
+ + — + *
1 2 n M
+ + — —H — L—' T
Ly Ly Lo L1 Ly, M -1 M

Sekil 8.12 Ters akim prensibine gore ¢alisan ¢ok kademeli denge prosesleri
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Lo +Vy. =Ly +V, =M  (Toplam denklik)

"n" ci kademede Vn ve Ln denge halinde olduklarini bir kez daha vurgulayalim.
Komponent denklikleri :

Transfer olan bilesenin L ve V fazindaki konsantrasyonlar1 sirasiyla X ve y ile gosterelim.
LoXo + Vi Yna = Ly Xy +ViY; = MXy,
fIk "n" kademe icin denklik:
L +Via =L, +Vi (Toplam)
LoXo + Vit Yna = LaXy +V1 Y,

Bu denklemi yn+1 igin ¢cozersek

L, X +V1y1 — Ly X,

V V

yn+1 =

n+1 n+1

ifadesi elde edilir ki bu da yn«1 ile X, arasindaki iliskiyi gostermektedir. Buna isletme dogrusu denilir.

Yani, V deki yn+1 ile L deki xn arasinda ( birbirlerini ters yonde gegen iki akim ) ¢gok 6nemli bir iligkidir.

Ornek 8.4 Gaz-Sivi sistemler

Havanin i¢inde %1 mol aseton bulunmaktadir ve bu asetonlu hava ¢ok kademeli bir kuleye gelip orada su ile
temas ettikten sonra, asetonun % 90 1 suda tutulmaktadir. Gelen ( aseton+havanin ) debisi 30 kmol/saat,

suyunki ise 90 kmol/saattir. Ayrica asetonun iki faz arasindaki dagilimi Y, = 2.53 X  dir.

Acaba kag teorik kademeye ihtiyacimiz vardir ki bu asetonun % 90’1n1 havadan suya gegirebilelim?

COozim:

Yy =001 Xx, =0 V,,,=30kmol/saat L,=90kmol/saat
Giren aseton:

YnaVias =0.01(30)=0.3kmol/ saat

Giren hava;

(L-ya, . My.1=([2-0.01)30=29.7 kmol/saat

V1 deki aseton: 0.1 (0.3) =0.03 kmol/saat
Ln deki aseton: (0.9) (0.3) = 0.27 kmol/saat
V1=29.7 + 0.03 = 29.73 kmol/saat
Ln=90+ 0.27 = 90.27
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_02r _ 0.003

X, =
M 90.27
Coziim grafiksel olarak Sekil 8.13” de gosterilmistir.

Hawvada asetonun mol fraksivonu, Ya,

Izletrme hath
0.0124 f
Y
M+1
//I//Eﬁ“ D;ngs ::?Tgrisi
= by

0.0081 4 A A
3

0.004 4 z

Xag 0001 0oo2 0003 0.004
XA
Sudaki asetonun mol fraksivanu, xa

Sekil 8.13

Boylece gerekli olan teorik kademe sayist 5.2 bulunur. Pratikte tabiatiyla bu 6 kademe kabul edilir ve
absorbsiyon kolonu ona gore tasarlanir. Sekil 8.14 kademelere ait akis diyagramini géstermektedir.

vi ] [xo

kademe| 1
vo | [
2

vy | %2
3

vy | 1 *3
4

|

¥Rel XN

Sekil 8.14
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Ozet

Bu boliimde, onemli bazi proses birimlerinin ( kanatgiklar, buharlastiricilar, reaktdrler) modellenmesi
yapildiktan sonra tek-kademeli ve cok-kademeli denge prosesleri (distilasyon, ekstraksiyon, absorbsiyon, vd)
icin modelleme yapilmis ve 6rnekler verilmistir.

PROBLEMLER

1) Seker, suda c¢oziinirken t dakika sonra ¢6ziinmeden kalan A miktar1 dA/dt = -kA (k>0)
diferansiyel denklemi ile verilmistir.

a) Eger sekerin %25’1 1 (bir) dakikada ¢6ziiniirse, sekerin yarisi ne kadar siirede ¢6ziiniir?

b) Ayni problemi dA/dt = -kA? hiz ifadesi i¢in ¢oziiniiz

2) Bir niikleer gili¢ santralindeki bir kaza, ¢evrede, dogal olarak azalan radyoaktif materyal ile
kirlenmis bir alan birakti. Radyoaktif materyalin baslangi¢c miktar1 simdi 15 su (guvenlik birimi)
ve 5 ay sonraki miktar1 10 su’dur.

a) tay sonra geri kalan radyoaktif materyalin A(t) miktarini (su birimi olarak) veren bir formil
¢ikarmiz.

b) 8 ay sonra ne kadar radyoaktif materyal kalacaktir?

c) A = 1 su ise insanlar o alana giivenle donebilirler. Buna gore insanlarin o alana giivenle
donebilmeleri icin kazadan sonra kag ay gegcmelidir?

3) Ogleden 6nce cinayete kurban giden bir sahsin cesedi, 70°F’lik sabit sicaklikta tutulan bir odada
bulunuyor. Ogleyin (12:00) viicudun sicakligi 80°F ve 6gleden sonra saat 13:00°de 75°F dir. Olim
zamaninda viicudun sicakliginin 98.6°F oldugunu ve onun Newton’un soguma yasasina gore
sogudugunu kabul edersek 6liim zamani nedir?

4) Ince uzun bir ¢ubuk (kanatgik = fin) igin 1s1 transfer denkligi asagidaki sekilde yazilabilir

dr
W-i' WNT,—-T)=0

burada,
T :sicaklik
x : cubuk boyunca uzaklik
h :1s1 transfer katsayisi
Ta : gevrenin sicakligi
a) T(x=0)=55,T (x=20) =250 ise 6zel ¢cozumu bulunuz

b) 10 metrelik bir cubuk ve Ta=20°C, T (x =0) =40 °C, T (x = 10) = 200 °C, h = 0.02 igin, x
=2, 4, 6, 8 noktalarindaki sicaklik degerlerini bulunuz.

5) Asagida tanimlanmig olayin matematiksel modelini diferansiyel denklem seklinde yaziniz.
a) P nifuslu bir sehirde, bir soylentiyi isiten bireylerin N sayisinin zamana orani heniiz
sOylentiyi isitmeyenlerin sayisi ile orantilidir.
b) P niifuslu bir sehirde, bir bulasici hastaliga yakalanmig bireylerin N sayisinin zamana orant,
hastaliga yakalanmislarla hastaliga yakalanmamis olanlarin sayisinin ¢arpimi ile orantilidir
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6) 20 litre hacminde olan bir tankta baglangigta 5 kg tuz bulunmaktadir. Agzina kadar tuz ¢ozeltisi ile
dolu olan bu tanka dakikada debisi 2 litre olan ve konsantrasyonu 0.5 kg/L ¢0zelti devamli olarak
verilmektedir. Tanki terkeden sivinin da debisi yine dakikada 2 litre olup, tank iyice
karistirillmaktadir. Buna gore 25 dakika sonra tanktaki tuzun konsantrasyonunu hesaplaymiz
(Sekil 8.15).

/

V=20 litre q=2 L/dk
a=2 L/dk Caté cA-7

b kgtuz

EAD=EIEkgj|_

1=25dk
EA::?

Sekil 8.15



BOLUM 9 - MIKROSKOBIK VE MAKROSKOBIK DENKLIiKLER
Amag

Bu béltimin bitiminde,

° Mikroskobik denkliklerde stireklilik denkleminin ¢ikarilist
o Makroskobik denkliklerden

o Sureklilik denklemi (total kitle)

o Komponent denklikleri

o Enerji denkligi

konularimin nasil modellendigini 6grenmis olacagiz.

9.1 Mikroskobik Denklikler

Burada tiiretecegimiz denklemler, ayn1 zamanda kiiciik degisiklerle hem akigkanlar
mekaniginde momentum transferinde hem de st transferinde enerji denkliklerinde
kullanilir. Béylece de taginim olaylar1 arasinda ( momentum, 1s1, kiitle ) ne kadar buytk

analoji ( benzerlik ) oldugunu da vurgulamis oluyoruz.

9.1.1 Sureklilik Denklemi

Bir akigkan sistemi i¢inde Sekil 9.1 de goriildiigii gibi ¢ok kiigiik bir kontrol hacmi
secelim,

X, by 2 xrhox il g
bz :
: E S QR Y
I —_—
1
|
1
x Ay |
Y i ke el wEh A w7
PR b
XYL ErAT by LS SRR P

Sekil 9.1 Mikroskobik hacimde kiitle denkligi

Sekilde goriildiigii gibi, kontrol hacminin boyutlar1 Ax, Ay ve Az olsun

Total hacim: AX Ay Az
Total kitle: p AX Ay Az
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o
Kontrol hacmi i¢inde kiitlenin degigme hizi: E (,0 AX Ay AZ)

—

V hiz1 vektor olup Vi , Vy Ve V; bilesenlerinden (komponentlerinden) meydana gelmistir.

X- yuztnden giren kiitlenin debisi: ,OVXAyAZ‘X

y- yliziinden giren kitlenin debisi: ,OVyAXAZ‘ ,

z- yuziinden giren ktlenin debisi: ,UVZAXAY‘Z

X- yiiziinden ¢ikan: ‘ PV, AYA Z|

X+AX

y- yiiziinden ¢ikan: ‘ Yo yAXAZ| Jeay

Z- yiiziinden ¢ikan: ‘ OV, AXA y|

7+Az

Ktlenin korunumu:

%(AxAyAz): ‘,a\/xAyAz|X +‘,ovyAxAz|y +| v, AxAy]

] (‘,onAyAz|X+AX +‘,ovyAxAz|y+Ay +|pv,AxAy] )

Her iki tarafi AXAYAZ > ye bolsek ve bu boyutlar sifira gdtiirsek.

Ornegin,

|im ‘pVX|X+Ax _‘pvx|x __@)Vx
AX—0 AX 03(
Ay—0
Az—0

Digerleri i¢in de ayni islemi yaparsak

=p +Vy g yazilabilir.

Z+Az

113
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Diger terimler i¢inde ayni1 islemi yaparsak

N
@zvX@+v @+VZ@:—p dlx-i— y+a/Z
a “ax a X & a
Dp
—=—p|V-Vv
50 = PV

D
Burada, F[t): Buyuk tirev  (substantial derivative )

V - V=Hiz gradienti olarak tarif edilmektedir.

Vektor Notasyonlari
Kartezyen sistemde hiz
9

V=V,i+Vv j+v,kK

(burada i, j ve k birim vektorler)

Ornegin,

G'VﬁZVX§+Vy§+VZ§ olur.
& q la

a/x d/y a/z
= + +
X & a

Vv

Sureklilik denklemi vektor notasyonunda asagidaki sekilde yazilabilir:

a
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Eger p zamanla degismeyip sabit kaliyorsa

veya

N
V-v=0

Genelde stireklilik igin kullanilan bu denklem, daha 6nce de soyledigimiz gibi, aym

yaklasimla, 11 transferinde enerji korunumu yasas: ve akigkanlar mekaniginde momentum

korunumu yasasini da tiiretebiliriz ( Bunlar, ilgili derslerde daha once tiiretilmistir!).

9.2 Makroskobik Denklikler

9.2.1 Toplam Kiitle Denkligi (Streklilik Denklemi)

Sistemin siniri

Sisteme giren Sistemden gikan
kiitle akisi

Sekil 9.2 Siireklilik denkleminin tliretimine ait sistem
giren - ¢ikan = biriken (hepsi birim zamanda, Sekil 9.2)

Asagidaki Sekil 9.3 ‘i gbz Oniine alalim.

Vo (t)

—

vir) [V

Sekil 9.3

v = hacimsel debi (m®/dk, ft¥/sn gibi)
p = yogunluk (kg/m?, Ib/ft® gibi)
V/(t) = Tankin "t" anindaki hacmi

Yukaridaki prensibe gore
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d(pv) d(pV)
Vo, — VPO = : Burada birikim:
0Po — VP dt qt
Eger yogunluk degisimi yoksa Vo —V = E olacaktr.

Silindirik bir tlipte ayni prensibi kullanirsak burada iki degisken s6z konusu:
a) t =zaman, b) z = borunun uzunlugu.

Siireklilik denklemini uygulamak i¢in kiigiik bir dilim secip ona gore denkligi yazmak gerekir. Sistem,
dagnik parametre sistemidir (Sekil 9.4).

V = Lineer hiz

Az Kontrol hacim

i/
g T

L]
z z+Az

Sekil 9.4 Bir borudaki siireklilik denkleminin tiiretilmesi

giren = VAp‘ , At , cikan= VA,O‘ e At
v=hiz, A=borunun kesiti olup sabittir.

Biriken= d/dt[(ApAz)]At burada, At gegen kiglik zaman dilimi

A(ApAZ)AL . VAp|, —VAp| . (A

At[VAp| z VAp| 2+4Az ] =

a Az—0 AZ d
_ olp)_d _
a a

Bu son ¢ikarilan denklem sureklilik denkleminin diferansiyel ifadesidir. Eger yatigkin hal (steady-state) s6z

. . P ~d(vp) |
konusu ise, yani zamanla bir degisim yoksa, o zaman —_ terimi sifir olur ki neticede =0 sekline

A dz

indirgenmis olur. Eger ii¢ boyutlu (X, Y, z yonlerini) dikkate alirsak o zaman V(Vp) =0 olur ki genelde bu
vektdr notasyonu tasimim olaylar: dersinde karsimza ¢ikacaktir[47].

Burada

v-2U);

().

+ ]+ P k olup buna Laplace operatéri denilmektedir.
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9.2.2 Komponent (Bilesen) Denklikleri

Kimya miihendisliginde sik sik karsimiza c¢ikan, bilesen (komponent) denklikleridir. Herhangi bir j
bilesenini gdz oniine alalim.

Fio giren Fj cikan
Birikim j bileseninin kimyasal

reaksiyonla Gretim hizi

Sekil 9.5

Giren-gikan+iratilen=hiriken |

Bu denkleme liitfen dikkat edelim. Buradaki tiretim hizi mutlaka pozitif olacak diye bir kayit yoktur. Eger
tlketim varsa o zaman o terim denkleme negatif isaretle girecektir. Ayni sekilde biriken pozitif olabilecegi
gibi negatif de olabilir!

e abc,)

- —VvC. +rV =
o J J

i (j komponent denkligi)

Burada,

%CE:F. vC. =F.

J J J

Bu durumu asagida iki 6rnekle agiklayalim.

Ornek 9.1 Bilesen denklikleri

Cok iyi karistirllmis kesikli bir tank reaktoriinde A——>B birinci mertebeden bir reaksiyon olugmaktadir.
Sekil 10.5 e bakarak A ve B bilesenleri i¢in gerekli bilesen denkliklerini yaziniz.

vOr CAO} CBO

R

V, CA, CB 1], CA) CB

Sekil 9.6
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C0zlm:

Reaksiyon hizi — Iy = kCA

d(vC,)
"A" nin tank i¢indeki birikim hiz1 = T
d(vC,)
"B" nin tank i¢indeki birikim hiz1 = T

A -denkligi : V,C, —VC, -VKC, = d(\;t N,

d(vc,)
dt

B -denkligi : VOCBO —-vC, +VKC, =

Mot EGer " reaktantise hiz [-+; ] dir.

Eger " iiriin ise hiz [+rj ] dir.

Ornek 9.2 Ardisik reaksiyonlar

k k . . .. .
A——>B =D reaksiyonu tam karigtirmali siirekli reaktérde (TKSR) gerceklestirilmektedir.
Reaksiyonlar birinci mertebeden ise bilesenler i¢in ayr1 ayr1 denklikleri yaziniz (Sekil 9.7)

'!70 ) CAo

Cgos Cpo 1

V,CA'CBpCD vch

——
CBI CD
Sekil 9.7

COzim:

d(vc,)
A VOCAO _VCA_kch:T
B: VoCg, —VCq +kC, —k,Cy = d(\;f’*)

d(vCy,)

D: VoCp, —VCp +k,Cp = o
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9.2.3 Enerji Denkligi

Q (Sisteme konveksiyon, kondiiksiyon,
radyasyonla eklenen enerji)

Sistem

Giren enerji ([ _sistemde Cikan enerji
(Akig ile) tretilen enerji/ (Akisile)

W (Sistemin gevre lizerine yaptigi is)

Sekil 9.8 Enerji denkliginin ¢ikarilist

Yukaridaki sistem i¢in enerji denkligini yazarsak

Vopo(Uy + Ky + @y )=vp(U + K + D)+ (Qq +Q)— (W +Vp_v0p0)=%[(u +K +ONp]

U = I¢ enerji

K = Kinetik enerji

@ = Potansiyel enerji
W = Mil (Shaft) isi
P = Sistem basinci

Po = Sisteme giren akisin basinct

Asagidaki Sekil 9.9’u dikkate alalim.

- .~
// Vo \\

V4 Co 1 N
( —— Vv ]
A

N +Q § G e

\\ T //
\\.___ -

T —— e —

Sekil 9.9 Enerji denkligi sistemi

A——>B birinci mertebeden bir reaksiyonun gergeklestigini diislinelim.
AH = reaksiyon 1s1s1 / mol A; Qc=-AH diu.
Bu ornekte W=0, K=® =0 kabul edilebilir. O zaman
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P P, d(pVU
Vo 0,U, —VoU +Qg +Q—Vp—+vopo—°=(p—)
P Po dt
d(pVU)
=> vopo(Uo + PoV*) —vp(U+PV*)+ Q¢ + Q = T
1 — _
; =V (spesifik hacim); h=U+PV - entalpi olduguna gore
d(pvh)
Vo0ohy —voh+Q —AHVKC, = —q
olur.
C,= (é) , C,= (éj ,  h=C_T dir. Sivive katilar igin Cp ~ Cv dir.
a), a )y
d(VT)
pCpT = pCp(voTo —vT) + Q — AHVKC,

Eger sistemin sicakligi ve hacmi sabit ise denklemin sol tarafi sifir olur. Bu model denklemlerin uygulama
alanlari, 6zellikle kimyasal reaksiyon miihendisligi dir [40-45].

Ozet

Bu boliimde, miihendislikte matematigin en yaygin olarak kullanildigi alanlarin mikroskobik denklikler
oldugu belirtildikten sonra mikroskobik acidan siireklilik denklemi tiiretildi. Ayn1 yolla momentum ve enerji
denkliklerinin de tiiretilebilecegi belirtildi. Daha sonra da makroskobik (global) denklikler toplam kutle,
komponentler ve enerji igin tiretildi.

PROBLEMLER

1) 1000000 niifuslu bir sehirde birgiin igme suyundaki phenylethylamine hakkinda siipheli bir s6ylenti
yayilmaya bagladi. Bir hafta icinde 100000 kisi bu sdylentiyi duydu. Soylentiyi isitenlerin sayisinin
artis hizinin o sdylentiyi isitmeyenlerin sayisi ile orantili oldugunu varsayiniz. Sehrin niifusunun
yarsinin bu sdylentiyi duymasi ne kadar siire gerektirir?

2) 25 yasindaki bir bayan yillik 30000 dolar ile baslayan bir maasla miithendis oluyor. Onun S(t) maasi
t y1l sonra S(t) = 30e'? bin dolara iistel olarak artiyor. Bu arada maasimin %10’ u siirekli olarak bir
emeklilik hesabina yatiriliyor ve bunun yillik %5’ lik oranla siirekli olarak faizi birikiyor.

a) t yil sonra emeklilik hesabinda biriken A(t) miktar1 i¢in gerekli diferansiyel denklemi elde ediniz.

b) A(40), yani onun 65 yasinda emekli oldugunda alacagi miktar1 bulunuz.

3) Bir proses biriminde sicakligin kontrolii i¢in ceketten soguk su Q ( litre / sn ) debisi ile
gecirilmektedir (Sekil 9.10a). Prosesin sicakligi ( T ) ile soguk su debisi ( Q ) arasindaki iliski son
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derece karmagik olup ampirik bir formiil bulma yoluna gidilmistir. T ile Q arasindaki iliski
Kartezyen (dikdortgen) koordinatlarinda semi-log ve lineer sistemde ¢izildiginde birer egri, fakat
log-log kagidina ¢izildiginde Sekil 9.10b° de goriildiigii gibi bir lineerlik vermektedir. En kuguk
kareler metoduyla ( EKM ) gizilen dogruda ( Q1=25, T1=210) ve (Q2=40, T2 =120 ) bulunmustur.
Buna gore;

a) Q ile T arasindaki ampirik iligkiyi bulunuz.
b) "a" sikkinda buldugunuz iliskiye dayanarak, sicaklik 175 °C oldugunda gerekli Q’ yu bulunuz.

Prozes hbirimi

sogutrmna suyu

_—
C(lf=an)
Sekil 9.10a
log-log skalas
300
)
Ty 200 o
]
100

10 qifsany 100

Sekil 9.10b



BOLUM 10 - KIMYA MUHENDISLIGINDEN SECILMiS COZUMLU ORNEKLER

Amag

Kimya miihendisligi alaninda Ingilizce cesitli kaynaklardan segilen problemler ve onlarin ¢oziimleri ile ilgili
bilgi ve beceriyi geligtirmek

Bu boliimde daha onceki boliimlerde kapsadigimiz konulara iligkin ¢esitli problemler literatiirden
(kaynaklara bakiniz) se¢ilmis ve ¢oziimleri ile burada verilmistir. Burada amag, daha onceden &grenilen
kavramlarin uygulanabilmesidir.

Eger burada bir zorlukla karsilanirsa o zaman daha onceki boliimleri tekrar gozden gecirmek gerekebilir.

Ornek 10.1

Asagidaki sekilde ¢alisan bir distilasyon kolonu verilmis olsun. Bu akis diyagramina bakarak:

O3 (kg A/ saat)

Qq (kg fsaat)

0.03 kg B/ kg 1200 kg / saat
0.97 kg Cf kg 070 kg A/kg

¥ (kg B/kg)

) k
5300 kg/saat 24 (kaClka)

xq (kg Afkg)
yq (kg Bkg)

Qg {kg/saaf)
060 kg B/ kg
040 kg Cf kg

Sekil 10.1 Ornek 10.1 e ait akis diyagramm

a) Kag tane bagimsiz madde denkligi yazilabilir?

b) Kag¢ tane bilinmeyen akis hizi veya mol fraksiyonu verilmesi lazim ki diger bilinmeyenler hesap
edilebilsin?

c) Q1 ve xq verildigini kabul edersek dyle denklemler sistemi yaziniz ki sirastyla her denklem ¢oziildiigiinde
sadece bir bilinmeyen igersin.

COzum

a) Bilinmeyenlerin sayisi= 7

(Q1, X1, Y1, Q3, Y4, 24 ve Qx)
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3 komponent ( A, B, C ) oldugu i¢in 3 bagimsiz denklik yazilabilir. Iki tane de fraksiyon denklemi vardir:
X+y1=1
Yq +24 = 1-0.7

b) Boylece 7 bilinmeyene karsi 5 denklem var. Iki bilinmeyen daha verilmesi gerekir ki diger bilinmeyenler
bulunabilsin.

¢) Ornegin Q1 Ve X1 verilmis olsun.

y1=1-x

A -denkligi : 5300 - X; = 1200 - 0.7 + Q3 — Q3 bulunur.

Total denklik:
Q1 +5300 = Q3 +1200 + Q5 > Q5 pyjunur.

B -denkligi: Qq-0.03+5300-X; =1200 -y, +0.6- Qg —> y, bulunur.

24+Y4=1-0.7>24 bulunur.

Bu oOrnekten goriildiigi gibi denklemlerin yazim sirasi, ¢oziimii ne kadar kolaylastiracag: gibi, yanls
siralama da ¢oziimii o kadar zorlagtirir.

Diyelim ki 7 bilinmeyen iceren 7 denklem verilmis olsun. Bunu, denklemlerin sirast ne olursa olsun MATLAB
paket programlart ile kolayca ¢ozebilecegimizi daha onceki béliimlerde belirtmistik.

Ornek 10.2

Hacmi V, baslangi¢ basinci ve sicakligi Pg ve Tq olan bir ¢elik kaba, sicakligi T, yogunlugu p , basinci Pg
ve debisi g olan bir gaz verilmektedir (Sekil 10.2)

a) Kabin i¢indeki basing ile zaman arasindaki matematiksel bagintiyr bulunuz.

b) Kap, Pt basincina kadar dayanikli ise maksimum ne kadar siire ile igeriye gaz vermek gerekir ki bir
patlama olmasin?

Basing tank)

Sekil 10.2 Ornek 10.2’ye ait akis diyagrami
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Cozim

Bu. yari-kesikli (semi-batch) bir sistemdir. Kabin belli bir dayanikliligi var. Vanay1 aginca kabin basinci
nasil degisir?

Zaman ile bu basing (P) arasindaki bagintiy1 bulmak i¢in yine kiitlenin korunumu prensibini uygulamak
gerekir. Sistemimizi basing tanki olarak secgersek:

V
a) d((’; ):pf - ; V=sabit oldugundan
dp
V"L = o
el q

" q | q
do=p;—|dt—>p—p,=p; —t
pfo p=pi ! p=P=pi
veya
q
=po +pr—t
P=PotPry,
PV =nRT = P = [\%)RT , Eger ayni cins gaz kaba geliyorsa
p_ MW o
Vv
P= p-RI ‘T ,buradaR = R ,  M.W= Gazin mol agirlig1
M- W
p
pP=—"
RT

olduguna gore
P =Py +ps %R -T-t burada g=debi

T= Kabuin igindeki sicaklik. Gerg¢ek gazlar durumunda kabin sicakligi da artacaktir (adiabatik sikisma gibi!)

P-P

b) t= M olur. Py<Ps dir.
pt-q-R-T

Ornek 10.3

H2S ve inert gazlar igeren bir akim ve saf SO iceren ikinci bir akim

2 HpS + SOp---> 3S + 2H0
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reaksiyonu ile S {in geri kazanildig1 gibi bir reaktore besleniyor. H2S' in SO ye oraninin stokiyometrik
olmasi i¢in besleme hiz1 bilgisayar ile ayarlaniyor ( Sekil 10.3).

a) Birinci akim % 85 mol H2S igeriyor ve reaktdre 400 kmol/saat debi ile giriyor ise bdyle bir semada
SO2’nin molar akis debisi ne olmalidir?

b) Bilgisayar kullanarak SO9 akis debisi otomatik olarak ayarlanmak isteniyor. H»S akiminin debisi
dogrudan dogruya q molar akis hiz1 ile orantili R sinyalini ileten elektronik bir akimmetre ile olctlecektir.
100 kmol/saat akis hiz1 ile Rf=20 milivolttur. Bu proseste HoS in mol kesri Ry sinyalini ileten termal bir
kond(ktivite dedektoru ile olglllyor. Bilgisayar, SO» hattindaki akis kontrol vanasina R sinyalini iletir. R¢
ve SO2 akis hizi arasindaki iligki, 100 kmol molar akis debisine karsilik Ro=50 milivolt olup dogru
orantilidir. H2S in mol fraksiyonu x ile R arasindaki bagintiyr bulunuz

-—-- Elektronik sinyal

— Gergek maddesel akis

hilgisayar S0
Re Otomatik,
R, ,ﬂ© _______ —»X kontral vanasi
r - +
| I
| 'R
I |
Hy &+ inet | : Feaktore
besleme
| Analizd
nedizor Kansim kah

Fotametre

Sekil 10.3 Ornek 10.3’¢ ait akis diyagramu

Cozlm
a) Boyutsal analiz denklemini kurarsak

kmol
saat

1 kmol SO,
2 kmol H ,S

=170

400 kmol ‘0.85 kmol H,S SO, gerekir.

saat 1 kmol

b) x=H>S in mol fraksiyonu ise
q=a-Ry
Rf=20 mV iken q=100 kmol/saat —a=5 veya q=5-R¢

Nso, =b-R, >R, =50 iken, Nsp, =100 = b=2 veya nso, =2-Re

Nso, =5-Re- %) = 2:R;=5-Ri¥, = Ry=125-Ri-X lunr
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Asagidaki ornegi cozmeden once agik ve kapali sistemler icin termodinamigin birinci yasasini yazalim.

Biriken= giren —¢ikan +Uretilen-tiketilen

Mc, d-l;s = me(Ti —TS)+ Q-W  (Agik sistem)
v ddlts =Q-W (Kapali sistem)

M : Sistemin kutlesi (Toplam kutle)
Cy : Sistemin spesifik 1s1 kapasitesi
Ts : Sistemin sicaklig

m : Giren kiitlenin miktar1

Tj : Giren kiitlenin sicaklig

Ts : Sistemin sicakligi

Q : Sisteme verilen 1s1

W : Sistemin yapugu is

Kapali sistemde 1s1 alisverisi var, fakat kiitle girisi veya ¢ikisi yoktur. Her iki duruma birer 6rnek verelim.

Ornek 10.4

Cok 1iyi karigtirilmis kazan tipi bir reaktor elektrik ile i1sitilmaktadir. Reaktantlar reaktore doldurulduktan
sonra 25 °C dan 250 °C’ye kadar 1sitiliyor. Asagidaki verileri kullanarak 1sitma igin gerekli zamani bulunuz?

Reaktantlar: kitle=1.5 kg Cy =0.9cal/g.°C
Isitma hiz1 Q=500 Watt (J/s); Reaktor kutlesi=3 kg; Cy =0.12 cal/g.°C
Cozim

Kapal1 bir sistem olup mekanik is de s6z konusu olmadigindan

v dTs =Q (kapal1 sistem)
dt
t=0 Tg=25°C

t=tf Ts=250°C

MCV = Z Mi cvi
=(1500)0.9 +(3000)0.12 =1740 cal / °C
=7150 joule/°C
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250

Me, [T, 205M
Q 0
_225°C(71503/°C) _ om0 e3 7 gk
f 500J/sn
Not:

a) kat1 ve sivilarda ¢y, = Cp oldugunu, halbuki gazlarda cp-CV=R oldugunu da burada hatirlatalim.

b) Sistem diga dogru is yaptyorsa W pozitif, sistem {izerine is yapiliyorsa W negatif deger alir.

(Bazi kitaplarda bunun ters isaretlisine de rastlamak mimkn!!).

Ornek 10.5

Caligmakta olan bir makine 8530 Btu/dk (1 Btu=250 cal) 1s1 iiretmektedir. Bu makine hava ile sogutuluyor.
Makine i¢inde hava ¢ok iyi sirkiile edilerek, ¢ikan havanin sicakligi sistemin i¢indeki havanin sicakligina
esittir. Hava 65 °F'da makineye 6 lbmol/dk debi ile verilmektedir. Cikan hava da yine 6 lbmol / dk’ dir.
Makinenin i¢inde daima 0.2 Ibmol hava sirkiile ediliyor (Sekil 10.5) Buna goére eger makine 65 °F de iken
caligsmaya baslarsa,

a) Yatigkin halde ulasacag: sicakligi hesaplaymiz. Cy(hava i¢in)=5 Btu / lomol °F

b) Zaman- sicaklik arasindaki iliskiyi gosterir diferansiyel denklemi tiiretiniz.

¢) Ne kadar zamanda yatigkin hale ulasabiliriz?

Kaybolan 1s1 Q| =33(Ts-65) ifadesi ile veriliyor.

- I::‘Jl_
blomal/dk / makine Bl mol/ di
" —
hiawe T("F)
T-gE°F 0.2 b mol hava

Sekil 10.5 Ornek 10.5’ye ait sistem

COzum
a) Icerdeki sicaklik artarsa kayip olan 1s1 miktar1 da artar. Bu zit vektorler arasinda denge

kurulacaktir. Sistem agik bir sistemdir. Sistem sinirlar1 degismedigi i¢in mekanik is de yoktur.

Mc, % =mc, (T, -T,)+Q
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Q:QUretilen‘Qkaybolan

Yatiskin hale ulasinca % =0 olur.

mc, (T, —65)=8530—33(T, —65) ; m=6 Ib mol / dk, cp=7 Btu/ Ib mol.°F

m-c, =(6x7)=42Btu/°F

Buradan

T5=178.8 °F bulunur.

( Eger giren havanin debisi artirilirsa yatigkin hal sicakligi azalir m, artar mi1? Hesapla gosteriniz! )

b) Mc, d;;s = me(Ti ~T.)+Q ifadesini ¢ozelim:
dT,
M, — == mc, (T, - T,)+8530—33(T, —65)

M=0.2 Ibmol, C,=5, mcp=42 olduguna gore

% =-74.9T +13400 diferansiyel denklemi elde edilir. Yatigken halde % =0 alinirsa T=178.8 °F
bulunur.

c)

1788 dT

=t
SL ~74.9T +13400

Bu ifadenin MATLAB ile integrasyonundan t§=0.093 dk veya tf=5.6 sn. Bu yatisken hale gelis durumu
Sekil 10.6 ‘da gosterilmistir.

174

L *
5h t{san.)

Sekil 10.6
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Ornek 10.6

Kazan tipi kesikli bir reaktdrde A--->B reaksiyonu ger¢eklestirilmektedir. Reaksiyon hizi

ran=0.2V _Cp

ile verilmektedir. (V=reaksiyon karigiminin hacmi.) Baslangictaki A’ nin konsantrasyonu

CA0 =0.1 mol /L dir. A nin % 90’1min reaksiyona girmesi i¢in gerekli zamani hesaplayimiz.

Cozim:
Biriken=-tuiketilen
dNa 1 _ |
a v A
veya
M =-02-V. Cp
dt
Ca
dCr _ 92.tsinla
o dt Ca,
In(0.1)=-0.2-t
Ornek 10.7

( Kesikli) ;

Na = V-Cp ve V=sabit olduguna gore

A =-0.2-t

t=11.5 sn olur.

Saf metanla dolu olan ve hacmi 250 m3 olan bir yakit tankina aniden 5 m3 / dk lik debi ile propan

verilmektedir ( step input ). Tanktan siirekli alinan gaz da yine 5 m3 / dk dir. Tanktaki metan mol
fraksiyonunun % 1 e diismesi i¢in ne kadar sire ile propan verilmelidir. Butlin gazlar 27 °C ve 1 atmosfer
basingta bulunmaktadir (Sekil 10.7).

Cozim

CH4
C3H 5 m?/dk
378 | a6 3 L
5 m*/dk Og
27 "C. 1 atm

Sekil 10.7 Ornek 10.7’ye ait sistem

Sicaklik ve basing sabit olduguna gore giren ve ¢ikan gazlarin mol sayilar esittir.

273

qi:e

dak

300‘22 4

=0.203 kmol/ dk
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(1 mol gaz, 0 °C’ de ve 1 atm basingta 22.4 litre hacim kaplar.)

Tanktaki gazin mol sayisina "'n" dersek
n=250(273/300)/22.4=10.2 kmol

Metan bileseni icin gerekli denkligi yazarsak
Biriken= - Cikan

x= metanin tank i¢indeki mol fraksiyonu olsun.

d(nx)__
a

0.01

10.2 j X 0203t st = 230 dk
X
1

Ornek 10.8

Baslangicta 10 mol propan-biitan karigimini igeren bir distilasyon kabinda, biitanin mol fraksiyonu 0.3 olup
bu kaba gelen besleme hizi 5 mol / saat ve biitanin mol kesri de gene 0.3 diir. Distilasyondan alinan distilatin

. . . . L X
mol fraksiyonu x ile, sistemdeki Xg arasindaki baginti  Xp = S

Xs

seklindedir. Burada Xg distilasyon

kabindaki biitanin mol fraksiyonudur. xg in 0.3 den 0.4 e yiikselmesi i¢in ne kadar zaman gerekir? Cikan

distilat miktarinin da 5 mol / saat oldugu kabul ediliyor (Sekil 10.8)

Besleme
5 mol/sa

%=0.30"y
’

propan=0.7
butan=0.30

Isitici ceket
T=267 °C

Sekil 10.8 Ornek 10.8’¢ ait cihaz

Cozim
Biitan denkligini kii¢iik bir zaman aralig1 ( At) i¢in yazarsak

Giren=5(0.3)At
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Cikan=5X At

Biriken=10- x|, —10-X | =10- Ax,

t+At

10AXg =15At—-5-%p - At , her iki taraf At ye bolundr, ve At sifira gotiiriiliirse

. 10-Ax
jm 20°8% _ L5At - 5xpAt
At—>0 At
10dxg
—==7s _15-5.
dt ©
veya
s 0.15-0.5-x5 — X5~ 0.15- 0.5 diferansiyel denklemi elde edilir.
t dt 1+ Xg
(Xys Xs ten biiyiik olabilir mi? Cevaplayiniz).
o dx
N s =t (Runga-Kutta metodu) ile veya analitik integrasyonla
020.15- 0.5
1+ X

ve yahut MATLAB ile t=5.85 saat bulunur.

b) Yatiskin hale varmak i¢in, yani Xg in sabit olmasi igin, degerinin ne olmasi lazim ve ne kadar zamanda bu

degere ulasir?

s _515_ 0.5 %

. Yatigkin halde degisim yok, yani s stfir olur.
dt 1+ Xg dt

O zaman x5=0.428 bulunur.

0.428 dX
s =t =1t =21.7 saat olarak bulunur.

63 0.15-0.5_
1+ X

S

Gerekli zaman da

Ornek 10.9
Bir 1siticida baglangigta 5000 1b yag 60 °F da bulunmaktadir. Bu isiticiya saatte 1018 Ib yag verilmekte, 1018
Ib 1smmis yag 1siticiyr terk etmektedir. Isi transferinin Q=h(Ts-T) ile verildigini diisiinerek ne kadar siirede

¢ikan yagin sicakligi 90 °F a ulasgir? Motor giicii=1 beygir, verimlilik= 0.75, h=291 Btu/ saat °F olup (UA) ya
esittir. Yagin 1s1 kapasitesi 0.5 Btu / Ib°F dir (Sekil 10.9)
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1018 Ib/sa ==—
(-
Tgiris = 60 °F

5000 Ib
1

W 1018 Ib/sa
$ )j_ Taks=T
] 4
Doymus buhar sicakligi

Ts =267 °F
Sekil 10.9 Ornek 10.9’a ait cihaz

Cozim

Herhangi bir andaki yag miktar1 sabit (5000 1b). Burada sadece enerji denkligi yazilacaktir. Verilmesi
gereken istim miktarinin veya Q’ niin miktar1 bilinmelidir.

Kigik bir At igin; Q=h(T, —T)At = 291(267 — T )At
¢ikan enerji= 1018- 0.5(T - 60)

Gireni yazalim: Termodinamikte referans bir sicaklik alinir ve hesaplamalar ona gore ifade edilir. Tef = 60
°F alinirsa yagla giren entalpi sifir olur.
Biriken=5000-0.5(T —60) .  —5000-0.5(T —60),

0.76 Btu [3600s| =1910 Btu / saat
lhp-s \ |

w=0.75hp

5000 0.5(T —60),,, —5000-0.5(T —60), =291(267—T )At+1910- At —1018- 0.5(T — 60)At

her iki yan At ye bolundr ve limit alinirsa

2900(3—-[_291(267 T)+1910-509(T —60)

elde edilir.
9 p41-032.T —>jd—T=t:>t:1.523aat
dt 44.1-0.3T
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Yatigkin hale varmak i¢in gerekli zamani bulmak istersek o zaman c;—-[ = 0 alinir ve T=137.8 °F bulunur. Bu

sicakliga varmak icin gerekli zaman t =27.3 saattir. Bu zaman-sicaklik iligkisi asagidaki sekilde
gosterilmisgtir.

]

¢ T=1378

Sekil 10.10 Ornek 10.9’e ait grafik

Ornek 10.10
CO ve Cly aktif odun kémiri beraberinde CO+Cly----->COCl5 reaksiyonuna gore fosgen elde ediliyor.
8'750COCCI . . .
T=303.8 K de reaksiyon hiz1 R,(mol/dak)= 2 denklemi ile verilmektedir.
(1+58.6C,,, +34.3Ccoq, |

Burada Cj= konsantrasyon

a) 3 litrelik hacmi olan bir reaktorde % 60 CO, % 40 Cl5 igeren gaz T=303.8 K ve P=1 atm. yukaridaki
reaksiyon olusmaktadir. Odun-komiirii tarafindan kaplanan hacim ihmal edilmektedir. cp (t), fosgenin

herhangi bir t anindaki konsantrasyonu ise ¢, Ve CC|2 ’tin cp cinsinden degerini bulunuz.
b) Cp icin diferansiyel denkligi yazarak

dc, 2.92(0.02407 -c, J0.01605-c, )

p

dt (L941-24.3¢,f
belirtiniz.

ifadesini tiiretiniz. Bu denklem i¢in baslangic sartini

c) "b" sikkinda verilen denklemden yola ¢ikarak limitleyen reaktantin % 75 inin reaksiyona girebilmesi igin
gerekli olan zamani hesaplayiniz.

d) "c" sikkinda elde edilen ifadeyi analitik olarak integre etmek mimkin. Fakat istenilen bu ifadeyi nimerik
olarak bilgisayar programi yazarak hesaplayimiz. (Simpson kuralini uygularken nokta sayisini 1) 5, ii) 21 ve
iii) 51 aliniz. Buradan elde edilen degerleri analitik netice ile karsilastiriniz.

Coziim
CO+Cly--->COCly

3 litre| 273 K | 1ol |—0.12035 mol gaz
1303.8 K|22.4 litre|

a)
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(Ceo ), =0.6(0.12035)/3=0.02407 mol / L
Basglangi¢ konsantrasyonlari

(Ct), =0.4(0.12035)/3=0.01605mol / L

Ceo =0.02407 —c, (t)
Ce, =0.01605—c(t)

dfve,)  8.75ccCq,
dt  (1+586Cl,+34.3c,f
_ 2.92(0.02407-c, J0.01605¢c, )
B (L941-243c ¥

b) : V=3 litre

c) Burada kisitli (limitleyen) reaktant Cly.

% 75 inin reaksiyona girmesi demek ¢=0.01605(0.75)=0.01204

N (L941-243c,f
(0.02407 -, J0.01605—c, )

dc, = 90.435 dk.
2.92

0

d) Gerekli program Q-Basic ile yazilip hesap edilebilir. Biz "¢" sikkinda MATLAB kullanarak integrasyonu
verilen degerler arasinda niimerik olarak elde ettik.

Ornek 10.11

COy igeren bir gaz, iyi karistirmali kesikli bir absorberde su ile temas edilmektedir. CO2 in sudaki
¢Oziiniirliigli ¢, = %( Henry Yasasl) ile verilmistir. cp (mol / L) = CO5 in sudaki konsantrasyonu, Ha
= Henry sabiti ’

CO7 absorbsiyon hizi r, (mol [ cm? -S)= k(C:\ -C A) ifadesi ile verilmistir.

ca= Swvidaki CO»9 in gergek konsantrasyonu
* . * PA
C = Doymus haldeki konsantrasyon | C, = —=

Gaz faz1 P ( atm ) total basingta olup icindeki CO; in mol fraksiyonu ya, saf suyun da hacmi V ( cm?®) olsun.
Stvinin ¢ok iyi karistirildigini, yani homojen oldugunu, absorbe olan CO in ¢ok az oldugunu P, V ve ya' nin
sabit oldugunu kabul ediniz.
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a) COy icin diferansiyel denkligi yazimz ve bu ifadenin integrasyonu ile C, (t) =C, [1— exp (— kSt/V )]

oldugunu gosteriniz. Burada S = ara yiizey alam

b) P=20 atm, V(s1v1 hacmi)=5 litre, tank ¢ap1i=10 cm, yp=0.3, Hco2 =9230 atm/(mol/cma)

k=0.02 cm/s olduguna gore, cpo=0.62 mol/L olmasi i¢in ne kadar zaman ge¢melidir?

GOzim
a) COy in siv1 igindeki mol sayis1 (herhangi bir t zamaninda)=V - Cco,

Gaz fazindan siv1 faza gegen CO2 igin denkligi yazarsak Ca = CCQ2

%f’\):kS(CZ—CA)Sd(%:%( ;_CA)

Ca

Ca d
c kS N kS
— =—t+|n(cA—cA1 =——t
OCA_CA 0 V
C,—C _ . . sy
A _ A —e kSt/V :>CA_CA =CAe kS /Vt
CA

LR
SCA:CA[I—E v }
P, 20-0.3atm

b) c,=—2= - =6.5-10"* mol/cm®
H, 9230atm/mol/cm

002785t
0.62 = 0.65[1—6 5000 }

=1t=9795sn.=2.72 saat



BOLUM 11 - MATEMATIKSEL MODELLEME iLE ILGILi COZULECEK BAZI

PROBLEMLER

(Burada verilen problemler [30,48-52] referanslarindan adapte edilmigstir)

Amag

o Kitapta ogrenilen bilgi ve becerileri, derlenmis olan bir seri problemler tizerinde test etmek
o MATLAB in, ézellikle, diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine uygulanmasini pekistirmektir.

1)
2)

3)

b)

4)

a)
b)

c)

5)

6)

7)

8)

dy/dx + 1 =2y, y(1) = 1 denkleminin dzel ¢éziimi bulunuz.
y’’ + 3y’ + 2y = 0 diferansiyel denkleminin 6nce genel ¢oziimiinii sonra da y(0)=1 ve y’=(0)
baslangi¢ degerleri i¢in 6zel ¢ozliimiinii bulunuz.

Asagidaki baslangig-deger problemlerini ¢oziimuz.
Z—i/ =ye*, y(0) = 2e

d_y — 2x-y —
= 6e , v(0)=0

Asagidaki baslangi¢-deger problemlerini Euler, Runga-Kutta ve MATLAB sembolik matematik
ile cozunlz. (h=0.1 ve tsor=1 alinmz)

y'+2y'+4y =0 y(©© =2, y'(0)=0

y' =x+2y y(0) =1

y'+ty=0 y©0) =1, »y'(0)=0

3y" —y'"+ 3y =sin(2t) y(0) =1, y'(0) =0 diferansiyel denklemini ¢6ziiniz.

Problem 2’yi dsolve komutu ile sembolik olarak ¢6ziiniiz ve t=6’daki degerini ode45 komutu ile
bulunanla karsilastiriniz.

x%y" +xy' +x%y =0 y()=1, y(8) = 0 simr-deger problemini dsolve komutu ile

cozerek x=3"deki y degerini bulunuz. Bu degeri, ode45 fonksiyonu kullanarak buldugunuz degerle
karsilastiriniz.

Asagidaki denklem sistemini h=0.1 i¢in Runga-Kutta yontemiyle ¢6zinuz.
Y'1 = =2 + sin(xy3) y1(0) =1
Y2 ==y’ ¥2(0) = 0
V3= =ys =Yy y3(0) =1
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9) Asagida verilen denklem sistemlerini ¢dziiniiz.

a)%=—x+y x(0)=1
b)2 = —5x + 3y y(0) = 3
c)%zx—y+4z x(0) =1
d)%=3x+2y—z y(0)=7
e)%=2x+y—z z(0) =3

10) Z—{ = y — t diferansiyel denkleminin y(0)=2 baslangi¢c degeri ile t=0’dan t=5’e kadar niimerik
olarak ¢oziimiinii bulunuz ve t’ye kars1 y’i ¢iziniz.
2
11) ZTS; +y =9 2.mertebeden diferansiyel denkleminin y(0)=1 ve y'(0)=0 baslangi¢c degerleri icin

t=0 ve t=5 araliginda niimerik ¢6ziimiinii bulunuz ve t’ye karst bagimli degiskenin MATLAB ile
grafigini ¢iziniz.
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